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1. Представления в паре двойственных пространств 
и связанные с ними интегралы. Пусть Е, F — пара векторных 
пространств, находящихся в действительности (см., например, (‘), гл. IV) 
относительно невырожденной билинейной формы (§, ц) (кратко, пара 
Р={Е, F, (£, т|)}). Мы будем считать Е и F наделенными топологиями 
а(Е, F) и o(F, Е) соответственно и все топологические свойства в Е, F 
(например, замкнутость, непрерывность отображения в Е или F и т. д,), 
если это не оговорено, мы будем понимать в смысле о-топологий * в Е и F.

* Разумеется, эти с-топологии можно заменить любыми другими топологиями, 
согласующимися с двойственностью между Е и F.

*■* А' обозначает транспонированный к А оператор, определенный формулой 
ИВ, п) = (£щГ1-]).

Всюду в этой статье G — локально-компактная группа, U — ее компакт­
ная подгруппа, с: и->-с(и) — неприводимое унитарное представление 
группы U, Сц{и) — матричные элементы с (и) в каком-нибудь фиксиро­
ванном ортонормальном базисе.

Представлением группы G в паре Р={Е, F, (£, ц)} называется 
пара отображений Т: g-+T(g), Т: g-+T (g) группы G в группы линейных 
операторов T(g) в Е и Т (g) в F, удовлетворяющих, кроме обычных ус­
ловий,

1) Г(е)=1Е, 7,(g1g2)=17,(g1)7,(g2), T(e)=lF, Т(gig2)=T(g2)T(g,)
(1E, 1F — единичные операторы в E nF соответственно),
еще условиям

2) (Z(g)g, т]) = а, f(g)n), ~

3) {g, {g, Ti}->71(g)T] являются непрерывными отображе­
ниями топологических произведений GX.E, GXF в Е и F соответственно. 
Условие 2) означает, что **

f(g) = (7’(g))'. (1,1)
Отображение g-’-T’(g) называют обычно антипредставлением 

группы G.
Представление Т в пространстве Е называется неприводимым, 

если в £ не существует замкнутого подпространства, инвариантного отно­
сительно Е и отличного от (0) и всего Е. Аналогично определяется непри­
водимость антипредставления Т в F. Неприводимость Т в Е эквивалентна 
неприводимости Т в F.

Представление Т, Т в паре Р={Е, F, (g, ц)} называется неприводи­
мым, если Т неприводимо в Е, а значит, Т неприводимо в F.

Обозначим через X алгебру всех непрерывных функций x=x(g) на G 
с компактным носителем с обычным (поточечным) определением сложе­
ния и умножения на число и с умножением — сверткой.
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Следующие предложения I—IV позволяют распространить теорию од­
нородных представлений (см. (2_4)) на представления в паре 
Р={Е, F, (§, ц)} без предположений о полноте Е и F в каком-либо 
•смысле.

Предложение I. Пусть х^Х; тогда для каждого z^E существует 
такой вектор "Ё^Е, что

a:(g) (^(g)^, T])dg=(g1, ц) для всех г)е7?. (1,2)

Таким образом определенный вектор обозначим (g) Т (g) ^dg, так 
что

J^(g) (7(g)g, i])dg= ( Jz(g)7’(g)^dg,

Меняя в предыдущем предложении Е и F ролями, заключаем, что 
для каждого ре/'1 существует такой вектор ip^F, что

J x(g) (g, Т(g)q)dg=(B, щ).

Этот вектор pt обозначим $^(g) Т(g) pdg, так что
J*  ж (g) T(g) р dg j = Jж (g) (g, T (g) ц) dg.

* Условимся всюду писать [•] вместо [{•}]; в частности, \T(g)TfE, geG] вместо 
[{T(g)TfE, g^G}].

Очевидно, отображение линейно, следовательно, определяет ли­
нейный оператор в Е, который обозначим [x(g)T(g}dg, или сокращенно 
Т(х).

Аналогично определяется линейный оператор Т (х) =^x(g)T(g)dg в F 
по формуле

Г(ж)р= ^fx(g)f(g)dg^-q= Jx(g)f(g)pdg.

Предложение II. Для каждой функции х^Х операторы Т(х) и 
Т{х) непрерывны в с(Е, F)- и a(F, Е)-топологиях соответственно иТ(х) = 
= (Т(х)У.

Пр едложение III. Соответствие х->-Т(х) есть гомоморфизм ал­
гебры X в алгебру всех непрерывных операторов в Е.

Аналогично справедливо
Предложение IV. Соответствие х^Т(х) есть антигомоморфизм 

алгебры X в алгебру всех непрерывных операторов в F.
2. Определение однородного представления. Для дан­

ного представления Т, Т группы GkP положим
77= dim с Jca (u) 71 (u) du, Tf= dime ся(и)Т(u)du. (2,1) 

Согласно предложениям I и II, примененным к представлению и~+Т(и) 
(антипредставлению и-^Т(и)) группы U и к непрерывной функции 
и->ся(и) (вместо x{g)), интегралы в правой части (2,1) существуют и 
Ту ТУ — непрерывные операторы в Е и F. Легко также проверить, что 
Ту — проектор в Е и что dim (TyE)=k(T, U, с), что к(Т, U, с) — крат­
ность, с которой е содержится в представлении и->-Т(и).

Для произвольных множеств М<=-Е, N<=F обозначим через [М] и [V] 
замкнутые линейные оболочки множеств М и N в топологиях а(Е, F) и 
<s(F, Е) соответственно.

Представление Т группы G в Е называется кв а з ио днор о д ным 
относительно U, с, если *

[T’(g) ТуЕ, g^G]=E.
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Аналогично антипредставление Т группы G в F называется квази- 
однородным относительно U, с, если [7(g)TfF, g^G]=F.

Представление Т, Т в паре Р={Е, F, (£, т])} называется однород­
ным относительно U, с, если Т квазиоднородно в Е относительно U. с и Т 
квазиоднородно относительно U, св F.

3. Критерии неприводимости и полной неприводи­
мо с т и.

Теорема 1. Пусть Т, Т — представление группы G в паре 
Р={Е, F, (|, -I])}, однородное относительно U, с. Если выполнено хотя бы 
одно из условий

1) dim(77£)=l;
2) для каждого отличного от нуля вектора ^TfE

[TfTlgn, g^G]=TfE,
то Т, Т неприводимо. Условие 2) также необходимо для неприводимости 
представления 7’, Т.

Обозначим через С(Е'), C(F) алгебры всех непрерывных операторов 
в Е и F соответственно и наделим С (ЕР) п С'(Т’) локально-выпуклыми то­
пологиями, определенными системами полунорм

Рг, ч(4) = | (4g, n) I, ^,л(5) = | (£, Вт]) 1> 
A^CtE}, B^C(F'), ^Е, T]^F.

Обозначим далее через 9? линейную оболочку всех Т (g), g^G, а через 
9? — замыкание 9! в С (Е). Аналогично, обозначим через 9? линейную обо­
лочку всех 7(g), g<=G, а через 9? — замыкание 9? в С (А).

Представление Т, Т в паре Р={Е, F, (|, д)} называется вполне 
неприводимым, если для этого представления 31=С(Е) и, следова­
тельно, 9?=С (7). Ясно, что пз вполне неприводимости следует неприводи­
мость; обратное, вообще говоря, неверно.

Теорема 2. Пусть G — локально-компактная группа, U — ее ком­
пактная подгруппа со счетной базой, Т, Т — неприводимое представление 
группы G в паре P={E,F, (|, д)}. Если

dim (Т?Е)=к(Т,и, с)<°°
для каждого неприводимого представления с группы U, то Т, Т вполне 
неприводимо.

Комбинируя теоремы 1 и 2, приходим к следующему результату:
Теорема 3. Пусть G — локально-компактная группа, U — ее ком­

пактная подгруппа со счетной базой, с° — фиксированное неприводимое 
представление группы U, и Т, Т — представление группы G в паре 
Р={Е, F, (|, т])}, однородное относительно U, с° и удовлетворяющее ус­
ловию

1) dim (Т/Е) —k(T, U, с)<°° для каждого неприводимого представле­
ния с группы U, и, по крайней мере, одному из условий

2) dim(ТУЕ) =k(Т, U, с°) =1,
2') для каждого ^=^=0 из Т °°Е

[ТГТШ, g^G]=Tf°E.
Тогда Т, Т вполне неприводимо в Р.
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