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Эта работа продолжает исследования, начатые в статьях (*“4). Терми­
нология и обозначения статей (2_4) используются без дополнительных объ­
яснений.

Присоединим к языку А связки & и V 11 квантор Я, которые будем 
интерпретировать «конструктивно». Получившийся язык будем называть 
языком Q.

Дополним определение реализуемости и виртуальной реализуемости 
статьи (2) следующими пунктами:

6) ге[7?]ае1А & B^-(n)i[R]aA & (n)2[R]aB.
6а) n[CR]asiA &B^(n)1[CR]aA & (n),\CR]aB.
7) »{7?]UV^((»).^&(ii)2[1?]U)V(W1*0& (п)2[Я]иЯ).
7a) n[C7?]affilAV5<=>((n)1^0 & (n)2[CZ?]aA) V

V((rc)1¥=0& (re)2[C7?]aB).

8) п[Я]ае1ЯХ4-^(п)2[7?]а4(Х| (n)t).
8a) n[C7?]affilaXA^(n)2[CR]aA (X| (n),).
Интуиционистская логика в сочетании с бессмысленными утверждения­

ми языка О дает весьма сильные эффекты неполноты. В частности, может 
не быть всегда осмысленной и такая формула языка Q, для которой верно 
Vx~^A.

Лемма 1. Пусть
А^(1=>АуТ^х, х, yjX/Vy^T^x, х,у)),

где J — бессмысленная формула вида (п^п), построенная в (*).
Тогда 

но формула Vx^A^A) является бессмысленной.
Определим для языка Q аналоги формул языка А.
Определение 1. Нормальная формула языка Q.
а) Элементарные формулы нормальны.
б) Если А нормальна, то и VXA нормальна.
в) Если А нормальна, В нормальна, то (А&В), (А -В) также нор­

мальны.
г) Если p\Aj при всех х имеет вид (Z^O) или нормальна, то и А нор­

мальна.
Определение 2. Формула А регулярна, если А имеет вид АХВ, 

где В — нормальная формула.
В отличие от арифметики, понятия нормальной и регулярной формулы 

языка О неразрешимы.
Определение 3. Пусть ГЛГ обозначает гёделев номер предикато- 

ра М, a — замкнутый предикатор с гёделевым номером п, если таковой 
существует, и q X (0=1) — иначе.
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Определим алгорифм Л-регуляризации.

RL (t=u) (t—u),
RL(A &В)^(RtAj&RtBA, 
RL{A=>B) j^=(RlAj^=>RlBj),
Rl (AVB)^(^RlA d & ^RlBa),
RlVXA^VXRlA2, 
R^XA^VX^R.A,,
Rl qXAj^q XRlA2,
T?L(fs qXAh^^qXAJ,
R L (и) J =^= (£e= rR L §1L и J ).

Если А нормальна, то t=4*=>t=ffL^ j5 z^ A <=> zj RlAj.
Формула называется вполне нормальной, если она составлена 

из формул вида (t^RLUj) и (t=u) при. помощи связок &, =>, V,q .
Формула называется вполне регулярной, если она имеет вид 

ЯХА, где А — вполне нормальная формула.
Определим алгорифм конструктивной расшифровки Ш2Аа (аналогич­

ный приведенному в (5)) при помощи теоремы Клини о неподвижной точ­
ке. Пусть алгорифм @(га, ''qXayA’1) перерабатывает гёделев номер 
q X^YA в гёделев номер q ХА (Y | п).

Определение 4. Пусть А, В — вполне нормальные формулы, D, 
Е — формулы, не являющиеся ни вполне нормальными, ни вполне регу­
лярными.

1) ПЕСу^С, С — вполне нормальная или вполне регулярная.
2) ^ЯХА=ЯУЛ^ЯУ'УХ/(А(Х|Х/)=!<У'>(Х/)&B(Y | <У'> (Xz))).
3) Ш^ЗУ^ЯУ'Ц^КУ'ИО) &5(У| <У'> (0))).
4) Л/, ^X/l&ayBj^aX'f/l (X Х'),)&В\(Х')2).
5) inLA&’3.YBJ^--^Y,(A&B(Y У')).
6) Ш^ХА &Л^ЯХ'(А(Х| (Х'),&В).
7) 7ЛЛХЛ==Л1^\'Х/(Л(Х|Х/)=Л).
8) ШияХ4 V - ЯХ/((Х')1 = 0 =э 4(X|(XZ)2) & (X'), ¥= 0 =

=>5(У| (Х')2)).
9) 7Z7l3X4V-Sj^3X/((X/)1=0^(X| (Xz)2)&(Xz)1^0=5).

10) Л114\/3УВ^ЭУ/((У/)1=0=Л & (У')2^0^Л(У| (У')2)).
И) Ш,УХЯУ4^ЯХ'УУ'(!<Х/>(У/) &Л(У|<Х/>(У/))).
12) Л7ьяхяуа^ях/А(Х| (Х')„ У| (Х')2).
13) IIlLA\/B^X'(X'=()^A &Х'^0=Л).
14) ДМ ХЯ YBj Я Y' (q ХА (У | У')).
15) WeuJ^HXz(«eft(6(Xz, rinL%Lu^))).
16) Ш^Х/Е^Ш^В^Х/Ш^.
17) ш^б&е^ш^ш^б.&ш^е^.
18) Ш^Е^ШОП^^Ш^.
19) Ш^ХБ^Ш^ХШьБи.
20) 2ZZLaxoJ^7ZZLax/ZZL£>JJ.
21) 7ZZL(ZeqXZ>)J^=7Z7L(iE7nLqXZ)J)J.
22) mL^XD^qXmLDy
Переменные Xz, Y' выбираются отличным от всех встречающихся в 

исходной формуле переменных.
Алгорифм III перерабатывает каждую формулу во вполне регулярную 

или вполне нормальную.
Теорема l.t=A^~^IIILAА<=> IIILAл.
Формулы языка Й располагаются в иерархию, аналогичную иерархии 

Клини — Мостовского — Кипниса формул конструктивной арифметики (6) 
и иерархии УД Пал (3,4).
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Дадим определения классов Sa°, П«й, SaQ+, Пай+, аналогичные определе­
нию классов 2аЛ, ПаЛ (4), с добавлением следующего пункта:

ЕслиЛе2ай (По°), то (Паа+).
Невырожденность этой иерархии для всех конструктивных ординалов 

доказывается легко. Критерий принадлежности формулы классу (Пай) 
дает следующая

Теорема 2. (Пай) тогда и только тогда, когда-.
а) найдется такая частично рекурсивная ср, что для всех п таких, что

!<р (и) & ср(ге) [7? ] (пп (ие7И)=з(иеМ));

б) найдется такой предикатор N языка что AteSaA (ПЯЛ) и
t=(neM)<=>l=(reeM),

Теорема 3. Не существует такой формулы позитивного исчисления 
предикатов 91 и такого п, что после замены в этой формуле предикатных 
символов P(Xt,... ,Xk) формулами языка й вида ([Xt,..., XJeAf), где 

п реализует получившуюся формулу.
Следовательно, в исчислении предикатов не найдется такой формулы, 

каждый пример которой был бы реализуем и реализуем одним и тем же 
натуральным числом п. Заметим, что всякая формула исчисления преди­
катов, выводимая в интуиционистской логике, будет обладать тем свойст­
вом, что при замене предикатных символов всегда осмысленными форму­
лами языка й у нас получается реализуемая формула языка Й.

Понятие законности формулы и понятие реализуемости, введенное в 
статье (4), распространяются на язык й подобным же образом. Определе­
ние алгорифма Ш остается в точности тем же самым. Сохраняются теоре­
мы 1 и 2. Для обоих понятий реализуемости имеет место следующая тео­
рема о нормальной форме.

Теорема 4. По любому предикатору М языка й можно примитивно­
рекурсивно построить предикатор Л'еПл2+ и примитивно-рекурсивную 
функцию ср такую, что

VmXn(m[R] (п^М) <=>cp(m) [Д] (пеЛ/)).

Эта теорема следует из теоремы статьи (2) о сводимости формул язы­
ка А по истинности к формулам класса П0Л.
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