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СРЕДЫ

(Представлено академиком В. В. Новожиловым 17 VI 1974)

Теория поведения сыпучей среды под действием вибраций, имеющая 
широкое поле приложений, привлекла в последние годы внимание многих 
исследователей (см., например, работы С,2), где развит детерминистиче­
ский подход к проблеме, и работы (3_6), где используются статистические 
методы), но до сих пор еще далека от своего завершения. В настоящей 
работе предлагается модель сыпучей среды, находящейся под действием 
вибраций; сыпучая среда в модели представляет собой совокупность одно­
родных абсолютно твердых и абсолютно гладких сферических частиц оди­
накового диаметра, причем соударения частиц не являются вполне упру­
гими. Такую модель мы условно назовем «простейшей сыпучей средой».

Предполагаем, что среда находится в сосуде произвольной формы и 
сосуд вибрирует по заданному закону. Рассмотрим физическую природу 
системы. В ней много общего с движением газов, изучаемым па молеку­
лярном уровне: она также моделируется твердыми шарами и в процессе 
столкновений происходит обмен кинетической энергией между частицами. 
Существенное отличие заключается в том, что если в кинетической теории 
газов соударения частиц считаются упругими, то в рассматриваемой моде­
ли газов соударения не будут вполне упругими (часть кинетической энер­
гии при ударе переходит в тепловую). Для описания состояния статисти­
ческой системы используются осредненные характеристики движения 
частиц (макровеличины). Состояние системы газовых молекул (газовая 
среда) в заданной точке описывается следующими макровеличинами: сред­
ней плотностью, средней скоростью молекул, температурой газа. Темпера­
турой газа называется величина, пропорциональная дисперсии скорости 
молекул. В рассматриваемой модели сыпучей среды введем понятие ква­
зитемпературы, пропорциональной дисперсии скорости (средней энергии 
хаотического движения) частиц.

Поскольку в рассматриваемой модели при соударениях частиц теряется 
часть их кинетической энергии, то с макроскопической точки зрения су­
ществует непрерывный отвод квазитепла со всего объема. С другой сторо­
ны, имеют место потоки квазитепла от вибрирующих стенок сосуда, кото­
рые «разогревают» среду и препятствуют падению квазитемпературы.

Нами рассмотрен наиболее простой случай сильно возбужденной среды, 
когда величипа свободного пробега много больше диаметра частицы. Изу­
чение такого асимптотического случая представляет интерес не только для 
выяснения особенностей модели, по также и применительно к ряду при­
кладных задач (например, к теории некоторых типов вибромельниц). От­
метим, однако, что аппарат физической кинетики (7) может быть приме ­
нен и для исследования плотной среды.

Пусть /(г, 7;, t) —плотность распределения частицы в фазовом про­
странстве г={.г1, ,т2, r3}, v={dx,/dt, dxjdt, dxjdt}, t — время.



Кинетическое уравнение системы (уравнение Больцмана) имеет вил 
С,s)

d)
df df df

Df = —~, Df = — + vi~ + Fi — ,Jdt J dt дхг dvi
где по индексам, встречающимся дважды, предполагается суммирование 
от 1 до 3, a dej!dt есть скорость изменения плотности распределения ча­
стиц, обусловленная столкновениями; F — сила, действующая на частицу 
между ударами.

Для любой величины Ф (г, у, t), характеризующей частицу, имеет мес­
то равенство (’)

|ф (г, щ, t)Df{vi)dvl = j ДФ/(щ)/(р2)Зр1 dv2,

где ДФ=Ф(г, щ, £)+Ф(г, v2, vt', t) —Ф(г, v2r, £), щ и и2, и/ и —
скорости первой и второй частиц соответственно до и после удара.

Тогда из уравнения (2) для любой величипы Ф, сохраняющейся 
соударениях (т. е. при ДФ=0), имеет место теорема сохранения (8):

3 3 / ЗФ \ /Ft Зф \ 1 / dFt \— <Ф>+—-<^Ф>- ( щ—. )-( — )-----(—-Ф > =0,
at о Xi \ а х{ / \ т oxi / т \ (Jv, /

(2)

при

(3)

час-где < • > — математическое ожидание случайной величины, т — масса 
тицы.

Для исследуемой системы частиц сохраняющимися величинами явля­
ются масса и количество движения. Полагая Ф=т или Ф=7тд, i=l, 2, 3, 
получаем из (3):

уравнение сохранения массы

Эр
+ V (рн) =0, 04)

уравнение сохранения количества движения

u= —F+VP, т (5)

mN с
p(r, d = J Ж v,i)dv,

p(r, t) — плотность среды в заданной точке, V — объем системы, N — чис- ♦♦
ло частиц в системе; u(r, t)=<.v(r, t)>, Р — тензор давления с компонен­
тами Ру=р<(У; —»i) (v — щ)>.

Уравнения (4) и (5) получаются такими же, как и для системы частип 
с полностью упругими соударениями. Но для системы с упругими соударе 
ниями сохраняющейся величиной также была кинетическая энергия Ф = 
=1/2ти2. Для системы с не вполне упругими соударениями из (2) вместо 
(3) для Ф=‘/2ту2 получаем

3/1
——, < —mv

mv2
Vi——

dxi

dv( dvi 2

где \Е — величина энергии, рассеиваемой при ударе.
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(7)

Из (6) после преобразований имеем
72р (Л- + uV0 ) + Vg+PA=-g,

где 0(r, t) =11зт< (у—и)2> — квазитемпература, q(r, Z) ='/2»ij>< (у—и)’> — 
вектор потока квазитепла, А — тензор скорости деформации с компонента­
ми Aij=V «т (duj dXj+dUj/dXi),

1 /•
g(r,^ = ~2"J ^Ef(vl)f(v2)dvldv2. (8)

Если нет рассеивания энергии при ударе, от £=0 и уравнения (4), (5) 
и (7) превращаются в известные уравнения для системы частиц с упру­
гими соударениями.

Важнейшее значение имеет запись граничных условий для уравнений 
(4), (5) и (7) через параметры, характеризующие закон колебаний сосу­
да. Для их получения рассмотрим взаимодействие стенок сосуда со средой. 
Пусть ось х3 нормальна к данному элементу поверхности. Количество час­
тиц, ударяющихся о стенку в единицу времени и приходящихся на едини­
цу поверхности, равно

A J [у3-£з]/(у, у, t)dv, (9)

^={^1,^2, ^з} — скорость движения стенки, являющаяся периодической 
функцией t с периодом Т;

[ 0, если у3-£3<0,
[у3—Сз]=■!

I Уз—£з, если у3—£3>0.
Если <р(у—£) —импульс, переданный частицей при ударе о вибрирую­

щую поверхность, то поток импульса, приходящийся на единицу поверх­
ности,

Z=aJ ф[Уз-Сз]/^У.

Количество энергии, передаваемой среде стенками сосуда (поток ква­
зитепла), осредненное по периоду,

4 г
?3 = y-J dt-

Касательные напряжения
1 т

Pis — "7* ^7,
о

Нормальное напряжение

(Ю)

(И)lp2 dt.

о

(12)

Таким образом, (10), (И) и (12) дают граничные условия для уравне­
ний (4), (5), (7). Однако для решения этих уравнений нужно знать функ­
цию распределения. Применим метод последовательных приближений 
Чемпена — Энскога, позволяющий найти решения, зависящие от времени 
неявно через локальные плотность, скорость и температуру.

Введем формально параметр е, который в конце вычислений полагаем 
равным единице. Запишем кинетическое уравнение в виде

де!

Кроме того будем считать, что величина энергии, рассеиваемой при соуда­
рении двух частиц, имеет порядок е, т. е.

Ч2т (у!2+у22—у/’—Уг”) =еАЕ.
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Полагая е=0, получаем в качестве нулевого приближения для функ­
ции распределения локальное распределение Максвелла — Больцмана

[— т(у~ uY 1
------- 20------J ’

где р, 0 и и — медленно меняющиеся функции г и t. Ищем решение /(г, v, t) 
в виде

/(г, и, t)=fm(r, v, v, Z) + ...

Тогда, проведя обычные для метода Чемпена — Энскога вычисления (7) 
получим уравнения первого приближения в следующем виде:

уравнение неразрывности

£L + v(Pw)=o, (1з>
dt

уравнение Навье — Стокса

+ u = — F + --(p—(14) 
\dt / т р\ 3 / р

уравнение теплопроводности

— ( — + иV ) 0+ ( Vu) 0-ЛГ— V20 + — g=0, (15)
2 \dt / р р

где р — коэффициент вязкости, К — коэффициент теплопроводности, при­
чем ц=у100 5, А=2,5 п, у, — коэффициент, зависящий от массы и диаметра 
частиц.

Система уравнений (13), (14), (15) отличается от уравнений газовой 
динамики первого порядка тем, что в правой части уравнения теплопровод­
ности (14) имеется член £, учитывающий отвод квазитепла. Введем неко­
торые предположения относительно энергии, рассеиваемой при столкнове­
ниях. Будем считать, что

ЛБ=у (й) | v2—Vi |2, (16)

где у(й) — коэффициент, зависящий от углов рассеяния.
Тогда, подставив (16) в (8) и приняв /=/(0), после интегрирования 

получим
^=у2р201’5,

где у2 — коэффициент, зависящий от массы частиц, их диаметра и от за­
кона рассеяния энергии (16).

Применимость предлагаемой модели к изучению реальных задач о по­
ведении сыпучих тел при вибрациях требует экспериментальной проверки. 
Однако характер полученных соотношений позволяет надеяться, по край­
ней мере, на удовлетворительное качественное описание ряда важных про­
цессов.

Автор благодарен И. И. Блехману и акад. В. В. Новожилову за актив­
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