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(Представлено академиком А. Н. Тихоновым 13 IX 1974)

Работа посвящена исследованию асимптотического поведения при боль­
ших значениях t решения U(t, х; у) следующей задачи:

dzU/dt2=\xU, i>0, (1)

dU/dt\t=0=6-(x—у), £7|г=0=О, х,уе£1, (2)

П|хеГ=0, i>0, (3)
где й — неограниченная область плоскости Е2, граница которой — замкну­
тая дважды гладкая строго выпуклая кривая Г (функция U является 
функцией Грина первой краевой задачи для волнового уравнения).

Обозначим через ОЛ) ; Кт„.на и соответственно области
Qf) {|х\ <R}, ЙГ){х: dist (х, Г)>р), {(t, х): T0<t, .reQ,.,,,,} и {(t, х): T0<t,. 
x^Q\-R,}, где R^R', a R'>0 таково, что Г<={|ж| <R'}, 0<p<dist (Г, {|ж| = 
=/?'}), T0>T'=2R', O<Ro<To—R'.

Пусть ц(ж), жеГ,— решение интегрального уравнения

/ ч ' 1 Г (пх,у-х) t 7[i{x) = — —-------r—pAy)dSy
л J \у—х\2

Г

(?гх — вектор внешней по отношению к Й единичной нормали к контуру Г 
в точке ж), удовлетворяющее условию $ц(ж)Й8ж=1.

Обозначим через W(I, xf у), t>0, ж<=Й; г/ей, функцию w(t, х)-v(y).. 
где

1 /»

v(x') =— у(у) (Ink—у\ — lnly|)dsv
л "

(отметим, что функция -у(ж) положительна и гармонична в й, непрерывна 
в й и равна нулю на Г (начало координат считаем расположенным 
в Е2\й)), а 

w (t, ж) (к\х-у\)
(1/л)1п /с+у+б

dk dsy,

здесь —(к \х—)—фундаментальное решение уравнения Гельм­
гольца Ак+/сгу=0 (Н(Г — первая функция Ганкеля нулевого порядка), 
L — контур в полуплоскости {0<arg/c<n}, задапный уравнением 
{Im к=£, —°°<Reg>0, 7 = — i/2+ (1/л) (С—In 2) (С — постоянная 



■Эйлера) и б= ц(у)1п | у | dsv. Непосредственно проверяется, что при лю­

бом yeQ функция W(t,x',y) является обобщенным (из Lx°a (QX(0<Z))) 
решением уравнения (1); при этом W(t, х; у) ^С°° (Кт\Л'ХЙ) и 
dlW(t, х; y)/dtl^C(KT', R’XQ), Z=0,1,... .

Теорема 1. Для любого R, R^R', существуют такие положительные 
числа 7.\ и Ra (То и Ro зависят также от Г), что U(t,x; у)^С°° (Kn,RoXQR) 
и при любом 1=0,1,.. dlU(t,x; y)/dtl^C(KTo,RllX^iR). При этом для всех 

Z=0,l,..., (t, х)^Кг-„, ка и yeQfi(p) имеют место оценки

dlU(t, х; у) _dl W(t, х; у) i С
dtl dtl I " z'/!(Z-W)s/2+! (4)

с некоторой (зависящей только от I, R, р п Г) положительной постоянной С.
Нетрудно видеть, что функция W обладает, например, следующими 

свойствами:
1) для любых R, р, R^R', 0<p<dist (Г, {|.г|=.К'}), и 1=0,1,... суще­

ствуют такие положительные числа То и Rt, (зависящие также от Г), что 

при всех (t, х) и у=(-ДД имеют место оценки

1п(2+Ы)
Z'2 (t— Iх|)w In t In(t— Ix|)

d;JV(Z,a:;y)
dtl

n In(2+1xI)
Сг Z,/2(Z-^|)‘/2+4nZln(Z-|^|)

с некоторыми (зависящими от I, R, p и Г) положительными постоянными 
G и G;

2) для любого R, R^R', существует такое_положительное число Т (за­
висящее также от Г), что при всех t^T, х, уеЙн и 1=0,1,...

d'W(t,x-, у)
dtl

где функции

-77^7-V (ж) v (у)+1Гг (Z, ж; у), 
t + In2t

ф; (7)
tl+l In2t p (-т)ге-гЧт
~~2л -J [ (l/n) (In t+C—In 2) +6]2+l

принадлежат C°° ([T^t)) и имеют конечные отличные от нуля пределы при 
Z-»-oo, а для функции Wi(t, х\ у) справедлива оценка

|lT;(Z,a;;y)|^C/Z3+I

с некоторой (зависящей от I, R и Г) положительной постоянной С. Тогда, 
в силу теоремы 1, теми же свойствами обладает и функция Грина U.

Теорема 2. Для любого R, R^R', существует такое положительное 
число Т (зависящее также от Г), что при всех t^T, х, y^QR и любых 
1=0,1,... и N=1,2,...

д'U(t, х- у)
dtl T^hTz+LI Zj cz™'n y)

n—1 m—0
£2я+1-Н

П + 1

+v, (•r’ jz)
тп»1

(5)
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где функции (t), п=1, 2,..., т—1,..., п+1, 1=0, 1,... имеют конеч­
ные отличные от нуля пределы при а для функции UNl(t, х\ у) при 
t^T, x^Qr и Кейл(Р) справедлива оценка

с некоторой (зависящей от I, N, R, р и Г) положительной постоянной С; 
функции U^„(x,у) =U^,n(y,x), п=1, 2,..., тп=—п—1,..., п+1, 1=

=0, 1, . . . , в (5) принадлежат C“(QXQ)flC(QXQ), а функции 
п=1, 2,... , т=1,..., п+1, 1=0, 1, . . . , принадлежат С°° ([Т’<7)).

Отметим, что если начальные функции f0(x)=du(t, x)/dt\t=o и ft(x) = 
=u(t, a:)|i=0 принадлежат C‘(Q) и C2(Q) соответственно, имеют ограни­
ченные носители и обращаются в нуль на Г, то утверждения, аналогичные 
теоремам 1 и 2, имеют место и для решений u(t, х) первой краевой задачи 
для волнового „уравнения в QX(0<i). Более того, если дополнительно Ге 
еС2+г и fa(x) eC1+!+c‘(Q), а=0, 1, 1=0, 1,..., и на Г функции fa обраща­
ются в нуль вместе со своими производными до порядка 1+Z+a включи­
тельно, то dlu(t, x)ldt‘^C(QX[T^t)) и имеют место оценки

I сс_________ M2±W)____________
I dtl I г/г (l+|f— 1x11),г+' In t ln(2+|Z— Ы I) 

где Т и С — некоторые (зависящие от I, ||/а||с*+‘*а(а), supp/«, а=0, 1, и Г) 
положительные постоянные.

Теоремы. 1, 2, а также соответствующие утверждения для решений 
первой краевой задачи для волнового уравнения доказываются методами 
работ (1_4). При этом, кроме свойств функции Грина G(x, у, к) первой 
краевой задачи для уравнения Гельмгольца в Q, установленных в 
используется также следующая

Теорема 3. Существует такое положительное число Ь = Ь(Г), 
функция G(x, у, к) допускает аналитическое продолжение в область 
= {—n/2<arg й<Зл/2}П{|Zc| <Ъ} рядом

v(a:)v(w) 
Ых, у, у) - 2[ (1/я)1п +

ns*l

+ р) (-^-1п/с+у+б^ "j ,

С),
ЧТО
К=

(6)
т— 1

где G0(x, у) — функция Грина первой краевой задачи для уравнения Лап­
ласа в Q, а функции Gm. п(х, y)=Gm, п(у, х), п=1, 2, . . ., т=—п—1,. . . , п, 
принадлежат Ст (QXQ) ПС (£2Х£Г). ‘ _

Ряд (6) сходится абсолютно и равномерно по к из К и х и у из £1п, где 
R^R' произвольно.

Заметим, что в теореме 3 не предполагается выпуклость контура Г; тео­
рема доказывается аналогично соответствующему утверждению 
чае третьей краевой задачи. 
Московский государственный университет 
им. М. В. Ломоносова
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