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1. Пусть С — подмножество банахова пространства X. Величину

ап(С,Х) = inf sup ||аг—Еж||,
(К„, F) хеС

где нижняя грань берется по всевозможным парам (Кп, F), в которых 
Кр—и-мерный симплициальный комплекс, a F - непрерывное отображение 
С в Кп, называют n-мерным поперечником множества С по 
Александрову. Если С симметрично относительно нуля, а нижняя 
грань берется лишь по тем парам, где Кп симметрично относительно нуля 
и F — нечетное непрерывное отображение, то соответствующая величина, 
обозначаемая ап(С, X), называется нечетным поперечником 
множества С по Александрову.

Величина
dn(C, X) =inf sup inf Цат—y\\,

Ln X<EC #eL„

где нижняя грань берется по всевозможным аффинным и-мерным подпро­
странствам Ln, называется п-и о и е р е ч п и к о м множества С п о 
Колмогорову.

2. Пусть г= (гц ..., г„), р>0, l^ps^oo. Через Врп(г) мы будем обозна­
чать множество

а через 1,п — пространство Rn с нормой

1Ы1=( У, Ы8)
<=1

Положим

tz;j(r;p, s) = max
<'■'... Ч+i

Мч p, s) =аД_1 (1/r; s, p), l/r= (l/r15..., l/r„).

Теорема 
жества Bpn(r) 
поперечником

1. При p<s k-мерный поперечник no Александрову мно- 
в пространстве lsn совпадает с нечетным александровским 
и равен

ah(Bpn(r), l”)=dk(B„n(r), lsn)=ak(r-, р, s').

Доказательство этой теоремы при произвольных p<sпрактически 
ничем не отличается от случая р = 1, s=2, разобранного в (3). Отметим 

1278



только, что при каждом /с=0, 1,..., и— 1 существует нечетное отображение 
Fh множества Врп(г), являющееся со. (г; р, s) -сдвигом и переводящее 
Врп (г) в объединении /с-мерных координатных плоскостей пространства 1„п.

Пусть Ln — и-мерное подпространство банахова пространства X, С — 
симметричное относительно нуля звездное подмножество'Ln, для которого 
О является внутренней (относительно Л„) точкой. Граница дС множества 
С с идентификацией диаметрально противоположных точек реализует 
(и—1)-мерное действительное проективное пространство RP '. Функция 
||х|| четная, поэтому ее сужение на дС можно рассматривать как функцию 
па RPn~l. Обозначим через Xi,..., числа Люстерника — Шпирельмана 
этой функции (см. (*)).

Теорема 2. Нечетный к-поперечник по Александрову множества С 
удовлетворяет неравенству ak(C, X)^XP-k.

Теорема 3. Нечетный k-мерный поперечник по Александрову мно­
жества Врп(г) в пространстве 1ап при i^s<\p^°° совпадает с колмогоров­
ским k-попе речником и равен ак{Врп (г), lan) =dh(Bpn (г) ,Zsn)=^(r; р, s).

Доказательство. Неравенство dk(BPn(r),lsn)<$k(r; р, s) очевидно, 
так как проектор Pit.......ставящий точке х=(х1а... ,хп) в соответствие
точку y=(yi,. . .,уп), где yt=Xt при г=г1;. . ., ц, z/.=0 при . . . , ц, яв­
ляется не более чем ( Е г, ps/(p_s)) сдвигом множества 5Р"(г)

в/с-мерную плоскость. Пусть Xi,. . ., — числа Люстерника — Шнпрель-
мана функции ||ж||8 на поверхности множества Врп(г).

Из теоремы 1 следует неравенство

Xn-ft^p;t(r; p,s).

В силу теоремы 2 ak(Bpn(r),l,n)^kn-h>^k(r-, p,s). Теорема доказана.
Следствие. Нечетный александровский и колмогоровский /с-попе- 

речники множества ВР"(1, . . ., 1) равны
ah(Bpn(l,. . 1), lsn) =dk(Bpn(i,. . ., 1), Zsn) = (n—A)1/s-1/p, p>s.

3. На отрезке [0, 1] рассмотрим класс функций, у которых (г—1)-я 
производная абсолютно непрерывна, r-я принадлежит пространству 
ZP[0, 1], рЗЛ, и имеет в пем норму, не превосходящую 1, и которые удов­
летворяют условию

ЛОН(О) = ...=Г’“ЧО) =0.

Такой класс мы будем обозначать WPT.
В этом пункте мы вычислим слабую асимптотику александровских по­

перечников классов Wpr в пространствах Ls[0, 1] при произвольных р, s, 
.Г ($Э^оо ПрИ г=1, р = 1).

Рассмотрим функции

■фг.ДО
- ---- ttt(Z—г)Г 1 при t^X,(г-1)!
0 при 7^т.

Каждая функция x(t)^WPr представляется в виде
1 

a:(Z) = J x{r> (x)tyr,t(t)dx.
о

Зафиксируем точки O=to<tt< ... <tk=l и рассмотрим следующее ото­
бражение G, класса WF:

Grx(i)= V f ж<г)(т) Г ' Т ‘ 1 (Z) 1 rfx.
f. Lh ti—i ti ti—L J

1279



Это отображение непрерывно и \\x(t)—Glx(t)\\p^iaecx.(ti—ti~.i)ip. р<°°.

||а:(£)—Grx(i) IL^max (А—C-i), г>2. Непосредственно отсюда вытекает
* •

Лемма 1. Александровские поперечники классов W\r удовлетворяют 
соотношениям

щДЙЛ1, АДО, l])^an(O1,„ Ls[0, lJl+n-1, l^s<oo; 

an(Wtr, АДО, l])s£a„(Or, АД0, l])+n_r, r>2,
где Oi, ,uOr- октаэдры,

Oit s=conv {=±=11?!, in‘, i=0, 1,..., n’-l},
Gr=conv {±|фг,in-r, i=0, 1,.nr—1}.

Пусть G=conv {±e,,..., ±ew)—конечномерный октаэдр в банаховом
пространстве X, a A=conv {е1?..., е„) — соответствующий симплекс.

Лемма 2. Поперечники по Александрову множеств О и Т удовлетво­
ряют соотношению

<izn+2(P, Х)^ап(Т, X).

Обозначим через Tlt р и Тт симплексы

TliP=conv {тр1,г„-р, i=0, 1,1},

Tr=conv {фг,1п-г, i=0, 1,... ,nr—1}. >

Лемма 3. Поперечники симплексов Т1:Р и Тт следующим образом 
оцениваются сверху:

an(Tlt р, Ар[0, 1=^р<°о; (1)
an(Tr, АДО, 1])^Л7.тг“г, 1^р^оо; г^2, (2)

где Ai, Аг — константы, не зависящие от п. 
Доказательство. Положим

( ifi,in-p при p+n~Zp],
I п2р (t—in~p) при t<=[in~p, in~p+n~2p];

фг, .п-р=фг-1, inp, фг, гп’ДО) =0.

Симплекс Тг (Т1, р) переводится в симплекс Tr=conv {фг, i7rr, i=0,1,... 
..., nr—1} (7\ Р=соиу{ф1,1П-Р, i=0, 1,...,пр—1}) не более чем п~2г
(тг-2)-сдвигом, поэтому достаточно оценить поперечники симплексов Тг 
и Л, Р.

Пусть х(Г)^Т1г. Обозначим через tk решение уравнения x(t)=k/n—t, 
k—1,... ,2п. Ясно, что это уравнение имеет и только одно решение. Рас­
смотрим функцию

при 0<£<А,
при

Можно показать, что отображение x(t)-+x(t) непрерывно на Т\,р в мет­
рике АР[0, 1], является не более чем и-1-сдвигом и переводит TitP в ком­
пакт размерности не выше чем 2п. Таким образом, мы получаем нера­
венство (1).

Множество (г— 1)-х производных функций из Тг образует симплекс 
Т1, г. Для функции где x(t)^Tr, так же как и раньше, найдем
точки А, • • • , Ср. Ясно, что Ъ—ti-l^n~2r~2. Положим
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x(.t) =
при 1/3n_2r“2,

(r-1)!
^-2)(4) (г-4)г~2

(г-2)!
...+2: (i*)

при llzn~lr~\
3n2r+2(x(tk')—x(tk—i/3n~2r~2)')(t—tk) при tk—t/3n-2T~r^t^tk

и рассмотрим отображение x(t) -+x (i). Это отображение оказывается не­
прерывным в пространстве Lp[0, 1] при любом 1«Ср^°°. Оно переводит Тг 
в компакт размерности не выше 2гп и ||ж(£) — х (t) ||co=Cn“r, поэтому нера­
венство (2) также имеет место. Лемма доказана.

Доказательство следующей леммы мало чем отличается от доказатель­
ства леммы 3.

Лемма 4. При р>1 поперечники по Александрову множеств ИТ,1 
в пространстве С [0, 1] следующим образом оцениваются сверху.

a,.(WP\ С[0, 1])^Арп~‘, 
где АР — константа, не зависящая от п.

Теорема 4. Александровские поперечники множеств И7/ в про­
странствах Ls[0, 1] слабо эквивалентны п~т:

«„(И7/, Д[0,1])Хп 5<о°;

ап(Жр’, £Д0, 1]) Хп~\ р>1, IsSssSoo;

an(Wpr, Д[0, 1])Xn~r, Kp^°°, l^ssgoo, r5s2.

Доказательство. Неравенства a„(HV, Ls[0, 1])^Лгп~г при про­
извольных р, s и г>2, аДГИ/, Zzs[O, IJ^AiH-1 и an(Wp1, Ls[0, 1 ]) Xlpn~l 
при 5<°° следуют из лемм 1—3 и того, что WPr'=W1r. Неравенство 
an(Wp, С[0, 1])^Лр/г-1 при р>1 вытекает из леммы 4. Далее, обозначим 
через hr(t) функции Витушкина на отрезке [0, 2гт] (см. (2)). Эти функ­
ции определяются так:

( t при O^i^x/2,
«i(i)= т1т—£ при т/2«££=^т;

й ,.ч_ (hr^

Положим т= (2r+1ra) -1 и
( °

^*’г I hr(t—1/(2п)~)

при 0=Ci=C2r"1T, йг(0)=0.
при 2r_1T^i^2rT;

при t&[i/(2n), (j+l)/(2n) ] 
при te[i/(2n), (г+1)/(2тг) ]

Обозначим через L линейную оболочку функций /iijT(f), г=0, 1,.... 
. . ., 2п—1. Функция x(t) =X:,he,. r(t) + .. . +x2n_h h2n-i, r(i) имеет в ЛДО, 1] 

2n — i

норму ||a:(£) ||s=(S| xt |s)1/s- ||fer(£) IL- Это означает, что пространство L, [0, 1] 
г=0

индуцирует на L метрику 12п. Куб 72"={т(£) =r0A0i r(t) + ... +x2n_1h2n_l, rX 

X(t) | принадлежит любому W/, В силу теоремы 3 от­
сюда следует, что a„/2(Wpr, LJO, l])>an(WV, Д[0, 1])>а„(72п, L[0, 1]) = 
—a„{I2n, L) =nl/s- ||йг(£) ||5>2frn-r. Теорема доказана.

В заключение автор благодарит В. М. Тихомирова за внимание к рабо­
те и полезные обсуждения.
Московский государственный университет Поступило1
им. М. В. Ломоносова 21 VI 1974

ЦИТИРОВАННАЯ ЛИТЕРАТУРА
1 Л. А. Люстерник, Л. Г. Шнирелъман, Топологические методы в вариационных 

задачах, 1930. 2 А. Н. Колмогоров, В. М. Тихомиров, УМН, т. 14, 2, 3 (1959).
3 М. И. Стесин, Вести. Московск. унив., т. 3, 30 (1973).

12S1


