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Пусть G — произвольная подгруппа группы 3)п всех изометрических 
преобразований и-мерного эвклидова пространства Еп. G-мерой будем на­
зывать всякую G-ипварпантную меру ц такую, что ц([0, 1]")=1.

Если в G входит всюду плотное в Е„ множество параллельных перено­
сов, то, как легко видеть, область определения любой G-меры содержит 
борелевский класс Вп. В дальнейшем изложении будет предполагаться, 
что некоторая часть G есть плотное в Еп множество трансляций Еп, а рас­
сматриваемые G-меры будут считаться полными. Как принято, через Е„ 
мы обозначим класс частей Е„, измеримых в смысле Лебега, а через 1п — 
лебеговскую меру в пространстве Еп.

Пусть Цо—G-мера. Множество Х<=гЕп назовем G-исчерпывающим отно­
сительно р0, если найдется такое счетное семейство (gi)ie,v элементов G, 
что ро (А’л'у U gt (X)) =0.teA

Следующие два соотношения часто берутся в качестве дополнительных 
аксиом теории G-инвариантных мер.

1) Каждая щ-измерпмая часть Еп представима в виде (ХиУ1)\У2, 
где X^Ln, р0(У1)=ро(У2)=О.

2) Произвольное ро-пзмерпмое подмножество Е„ со строго положитель­
ной мерой является G-псчерпывающим относительно р0.

Без труда устанавливается истинность импликации 1)=>2). Ниже при­
водится пример G-меры, для которой обратная импликация не верна. За­
метим, что если на G не накладывать никаких условий, то из одного свойст­
ва 2) не вытекает даже, что группа G пе дискретна.

Лемма 1. Существует разбиение {М, К, Т} пространства Е п такое, что 
справедливы соотношения'.

а) (У/) (/ — собственное движение £'„=>Card(/(d/) A7I7) <2Х" &
Card (J(K)bK)<2*°Y

б) (У/) ((—несобственное движение Ea=>Caxd(f(M) АК)<2*° &: 
Card (f(K)AM')<2!Y;

в) (У/) (f — изометрическое преобразование Z?n=^Card(/(T) АУ) <2Хо);
г) (У-^7) (Е — замкнутое подмножество Е„. строго положительной ме- 

pbi=^Caxd(F(\M) =Card(EriA) =Card(EA71) =2X,J). В частности, М, К и Г 
являются 1„-массивными множествами в Еп.

Построение указанного разбиения можно осуществить методом транс­
финитной индукции, воспользовавшись тем фактором, что системой обра­
зующих 3)п служит множество ортогональных отражений относительно 
аффиппых гиперплоскостей в Еп. В самом деле, обозначим через <р на­
чальное порядковое число мощности континуума и пусть (ТА)-;<ч, — (р-по- 
следователыюсть всех замкнутых частей Еп со строго положительной ме­
рой, причем любое замкнутое множество F с ln (F) >0 встречается в семей­
стве (Е6) 5<ф континуальное число раз. Пусть далее (ГЕ)г<ф — ср-последова- 
тельность всевозможных гиперплоскостей в Еп. Тогда индукцией легко 
определяются три семейства (JfE)E<4>, (7G)5<(p, (Т\)Е<Ф подмножеств Е„, 
которые обладают следующими свойствами:
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Г) (W (ч) (УЛ) (g<cp & £<ф & п<ф^М№=ЯЕЛ7\==Г.,ПМ5=0);
2°) (Vg) (vn) (£<ф & п<ф & ;
з°) (п)(£<ф^(^а<^0&/ж^0));
4°) (V-q) (г]<ф=>-Т;, и представляют собой классы интранзитив-

тюсти группы G„, порождаемой симметриями относительно гиперплос­
костей семейства (ГД^;

5°) (Уц) (Уж) (р<ф & x^M^Mn=GA (х)), где Gn+ есть группа собст­
венных движений из G,,;

6°) (Vp) (г|<ф^-См действует свободно на Zl/^UXn).
Заметим, что выполнимость п. 6°) вытекает из того, что каждое со­

держит континуальное множество точек общего положения.
Построив таким образом ф-последовательности (7ИЕ)5<-Ф, (Х5)?<Ф,

(^) 6<ф, в качестве М, К, Т берем соответственно U ZlfE, U Кг, 
1<Л> ' '-"Л

и (У/?иХ£).Е<Ф
Рассмотрим теперь о-алгебру частей Еп, порожденную множеством 

{Л/, К, Т} ULn, где (М, К, Т} — разбиение, о котором говорится в преды­
дущей лемме. Эта о-алгебра есть класс подмножеств Еп вида (ХА2И)и(УП 
AX) U (ZA77), XsG„, УеЛ,„ Z^Ln.

Лемма 2. Пусть X^Ln, Y<=L„, Z^Ln. Положим X( (XAZH) U (УАХ) U (ZA 
AT7)) =V2(Zn(X) +МУ)) • Тогда написанное равенство определяет меру Z 
на о-алгебре с системой образующих {М, К, T}6Ln.

Доказательство сводится к проверке импликаций

({Х15 У1; Z„ Х2, У2, Z2} cLn & (XlAZH)U(yiAX)U(Z1A7’) = 
= (X2AZH)U(y2AK)U(Z2AZ))

=>(Zn(X,)=Zn(X2) &Zn(yi)=Zn(y2) &Zn(Z1)=ZJZ2)), 
({Xb У„ Z„ X2, y2, Z2}cz£„& ((X1AZIf)U(yiAX)U(Z1A7’))A 

Л ((X2A#) и (У2АХ) U (Z2ny)) =0) 
=> (X,AX2) =0 & Z„(y, ЛУ2) =0 & Z„(Z,AZ2) =0),

которые, в свою очередь, следуют из соотношения г).
Если 9~ (Еп) — множество всех неконтинуальных частей Еп, то мера X, 

введенная выше, естественным образом продолжается до меры X, опреде­
ляемой на о-алгебре, порожденной (Еп)[) {М, К, T}t)Ln. Для всякого 
Хе^'(Еп) имеем X (X) =0. Ясно также, что % является продолжением меры 
Лебега в Еп.

Предложение 1. Мера \ И5п-ин вариант  на. Кроме того, любая
3)п-мера jt, заданная на о-алгебре с множеством образующих SF (Z?„) U {М, 
К, T}\)L„ и удовлетворяющая условию 2) и равенству ц(71)=0, совпада­
ет с X

Говорят, что часть X пространства Е„ обладает свойством однозначно­
сти в классе А G-мер, если соотношение (Яц) (цеЛ&Х принадлежит 
области определения p&Z=p(X)) однозначно по t (*).

Однозначно определимой мерой в классе А будем называть каждую 
G-меру из А, заданную на о-алгебре множеств со свойством однозначно­
сти в А.

G-абсолютно нульмерной частью Еп назовем всякое множество X<=/?„, 
для которого справедливо следующее соотношение: при произвольном счет­
ном семействе (д,);₽л- изометрических преобразований из G объединение 
семейства (g;(X))jeA- имеет свойство однозначности в классе всех G-мер и 
найдется G-мера ц такая, что ц ((J g( (X)) =0 (2). Очевидпо, что ((X^Ln & i N
Z„(X)=0)=^X ^„-абсолютно нульмерно). При п^А можно доказать су­
ществование ® „-абсолютно нульмерных частей Е„, не измеримых в смысле 
Лебега (s).

Скажем, что G-инвариантная мера р нормальна, если любой элемент ее 
области определения представим в виде (XUXi)\X2, где XeL„, a Xj и 
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Х2—G-абсолютно нульмерные подмножества Еп. Ясно, что каждая нор­
мальная мера будет и однозначно определимой в классе мер, для которых 
выполняется соотношение 2). Обратное неверно, как показывает

Предложение 2. Пусть G — группа движений Еп, п^Л, порождае­
мая параллельными переносами и центральными симметриями.

Тогда существует однозначно определимая G-мера со свойством 2), не 
являющаяся нормальной.

Построение этой меры аналогично построению меры К.
Легко видеть, что элементы разбиения {Л/, К, Т} измеримы по отно­

шению к и X (71) =0, X (Л/) =Х (К) =+°о. В то же время множества М и К 
не обладают ни одной точкой плотности относительно X, поскольку для 
произвольного куба П X (ППТИ) =Л (ППА^) =1/2/„(П). На меры, удовлет­
воряющие соотношению 1), без изменений переносится классическая тео­
рема о точках плотности. Поэтому справедливо

Пр едложение 3. Мера л имеет свойство 1) и не обладает свойст­
вом 2).

Отметим под конец, что существуют G-меры, для которых соотношение 
2) перестает быть верным. Они строятся исходя из разбиения пространст­
ва Еп, п>1, на почти G-инвариантные ^-массивные множества. Последние 
играют важную роль в вопросах, связанных с продолжениями лебеговской 
меры. В частности, используя лемму J, можно так продолжить меру Ле­
бега в Еп, п>1, что полученная мера будет ^-инвариантной (^„+ — 
группа всех собственных движений G,,), но не инвариантной по отноше­
нию к несобственным изометрическим преобразованиям Еп.
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