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РАСХОДЯЩИЕСЯ РАСШИРЕННЫЕ ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКИЕ 
ИНТЕРПОЛЯЦИОННЫЕ ПРОЦЕССЫ

(Представлено академиком Л. В. Канторовичем 10 VII 1974)

1°. Введем обозначения: С — множество всех непрерывных 
в [ — 1, 1] функций, С — множество всех непрерывных 2л-периодических 
функций. Пусть задана матрица чисел

(2) (2) 
Xi , Xz (m)

—... <о:Г>^1, ra=l, 2,... Обозначим через £„(/, х) интер­
поляционный многочлен Лагранжа степени п—1, построенный для и-й 
строчки матрицы (т) и для f^C. В конце XIX — начале XX века сущест­
вовало мнение, что можно систему узлов (т) выбрать таким образом, что­
бы для любой f^C выполнялось равномерно в [—1, 1] соотношение 
Ln(f, x)-+f(x), Однако С. Н. Бернштейн (4) и Г. Фабер (2) незави­
симо друг от друга доказали, что такой матрицы узлов (т) нет. Л. Фей- 
ер (3) доказал, что если многочлен Ln{f, х) заменить многочленом IIn(f, х) 
степени 2п— 1, однозначно определяемым из условий (8,9)

и в качестве и-й строчки матрицы (ш) взять корни полинома П. Л. Че­
бышева Тп(х) =cos п arccos ж, то для любой /еС выполняется в [ — 1, 1] 
равномерно соотношение HJj, х) -+f(x), п-^^.

В (5,6) изучался процесс {Нп (f, х)} для расширенной системы, узлов 
Чебышева

(п + 2) 
Xk = cos

2n—2k+l
2п

л, &=1, 2,..., п,
(1)

ж'Т=1, п=1,2,...

В (5) доказано, что процесс ж)}, построенный при узлах (1) для
/(ж) = |ж|, расходится при ж=0. В (8) доказано, что процесс ж)},
построенный при узлах (1) для /(ж)=ж2, расходится всюду в (—1, 1). Эти 
результаты неожиданные, если учесть упомянутый выше результат Фейера 
(3). Итак, расширение системы узлов при алгебраической интерполяции 
может существенно испортить сходимость интерполяционного процесса.

2°. В 2л-периодическом случае чаще всего употребляется тригономет­
рическое интерполирование с равноотстоящими узлами

(п) 
Xh

2лк
2п+1 '

k=i,2,..., (2n+l), п=1,2,... (2)
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Исходя из конкретных условий задачи иногда расширяют систему уз­
лов (2), добавляя в качестве узлов некоторые фиксированные точки. Воз­
никает вопрос: может ли ухудшиться сходимость тригонометрического ин­
терполяционного процесса при расширении системы узлов (2)? Эта за­
метка и посвящена этому вопросу. Обозначим через dn(f, х) тригономет­
рический полином порядка 2п+1 с коэффициентом у cos (2п+1)х равным 

нулю, который однозначно определяется из условий dn(f, ),

dn (j, x\}) =0, /с=1, 2, . . . , (2га+1), где x(£> определяется согласно (2).
A. X. Турецкий (7) доказал, что для любой f^C выполняется равномерно 
на всей оси соотношение

(/„(/, x)-+f(x), (3)

Расширим систему узлов (2), добавляя в качестве узла точку х—л. 
Рассмотрим тригонометрический полином „(/, х) порядка 2и+2 с коэф­
фициентом у cos (2п+2)х равным нулю, который однозначно определяет­
ся из условий

<^(/,4П))=/(Л &п'(Ып>)=0, А=1,2,..., (2п+1);

&„(f, л)=/(л), <on'(f, л)=0.

Процесс {<§?„(/, х)} является расширением процесса х)}. В силу (3),
казалось бы, что для любой f^C должно равномерно выполняться соотно­
шение х) -+f(x), п-^-оо. Мы докажем, что даже при /(a?)=sina: про­
цесс {«?«(/, х)} расходится во всех точках (0, 2л), за исключением лишь 
двух точек. Это утверждение является следствием теоремы 1.

Теорема 1. Пусть х не является корнем уравнения

cos4a:+4cos3z—2cos^—1=0. (4)

Тогда процесс {<on(f, х)}, построенный для /(a:)=sin;r, расходится 
в точке х.

3°. Для доказательства теоремы 1 нам нужны три теоремы, от­
носящиеся к интерполяционному оператору Д. Джексона

sin(2n+l) ■l/2(x—xl'iln))
(2n+l) sin 1/2(х—+n))

)■

построенному для функций f(x)=tg1/2^ и' f(x) =tgz V2x. Как известно, 
Джексон (4) доказал, что для любой выполняется на всей оси равно­
мерно соотношение

Dn(f, x)-+f(x), п^°°.

Поскольку функции tgV2^ п tgzl/2x разрывные, то к ним теорема 
Джексона не применима.

Теорема 2. Процесс {On(tg*/2z, х)} сходится в каждой точке х^ 
=+(2Л+1)л, А'=0, ±1, ±2,. . .

Доказательство этой теоремы следует из тождества

Z>n(tg V2 z, х)
2п

2п+1
sin пх cos (п+1) а:
(2n+l)cos2 '-/2х
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DIl(tgii/2z,x') = +

+

+ (5)

Теорема 3. Имеет место тождество

in cos x cos 2nx
2ra+l sin4 x

in sin 2nx
2ra+l sinx

8
+H --------

2re+l
sin nx cos (ra+l)x cos x 

sin3 x
in cos(2n— l)x

2n+l sin2 x
sin(2n+l)a: sin2(n+l)x------- -------- , —1+6----- —-------

sin X sin X
4(n+l) cos2(n+l)x
2?г+1 sin2x

4 sin 2 (n+l) x cos x
2n+l sm3x-

4(n+l) cos(2n+l)xcosx
2n+l sin2 ж

Доказательство этого тождества связано со сложными вычисле­
ниями и потому здесь опускается.

Теорема 4. Для того чтобы процесс {<F„(/, х)}, построенный для. 
/(x)=sinx, сходился в некоторой точке х+0 (mod 2л), необходимо и до­
статочно, чтобы в этой точке сходился процесс {Dn('tgi/-,z, х)}.

Доказательство. Согласно формуле А. X. Турецкого (7)

2П + 1 

х) = (

Л=^1

(О (х)
2со' (xjsin 1/Дх—хк)

1— sin (ж—хД
ю"(хД 
(o' (xk)

. со" (л) \
1+sinz——) /(л), 

(О (л) /

где <r>(x)=sin */, (2п+1) ж cos Чгх. Отсюда, после простых вычислений, по­
лучим, что

<^„(sinz, х) =2cos2 l/3xD/t (tg V2z, .r)+2cos21/2xD„(lg'!’.Cz sin (x-z), x). (6)

Согласно теореме 2
2cos2 '/2x lim (tg i/zZ, x)=sinx. (7)

Поэтому из (6) следует, что равенство limc?+(sinz, x)=sinx эквивалент-

но равенству
limZ>n (tg2‘/2 z sin(x—z), х) =0. (8)

В силу теоремы Джексона, limZ)„[sm(x—z), х]=0. Поэтому (8) эквнва-
п -> оо

лентпо равенству
/sin(x—z) \ „limZ>„( , х) —0. (9)
\ cos /2Z /

После простых преобразовании получим, что (9) равносильно равенству

sin х lim Dn (tg2 */2z, x)+2cosxlimDn(tg1/2z, x) =sin x.
П —> OO ft—>OO

Согласно теореме 2 cos x limO„(tg V2z, x) =tg V2x cos x. Поэтому при 

x+0(mod2n) равенство lim<F„(sinz, x) =sinx эквивалентно равенству 

lim Dn (tg2 */2z, x) =tg V2x.
Теорема 5. Если x не является корнем уравнения (4), то процесс 

V2z, х)} расходится в этой точке.
Доказательство. Нам нужна лемма, которая по существу содер­

жится в (6).
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Лемма. Для любого х можно найти такую последовательность нату­
ральных чисел п,.<п2<, . . ., nh^>-°°, что выполняется равенство

lim siu nkx=O. (10)
00

Поэтому можно предполагать, что выполняется (10), а тогда из (5) 
следует, что

(COS3 X \
1------- —-+2с1д2ж) , (И)

S1H X /
ибо в силу (10)

lim cos nkx=i, lim cos (2raft±l)x=cos x, lim sin (2reft±l)x=sinx;
R->-oo &->oo

lim sin2(ra;i+l)x=sin2x, lim cos 2 (raA+l)x=cos 2x,, h-га,

lim sin 2 (tzZl+l)x=sin 2x.

Стало быть, если правая часть из (И) отлична от lg21/2x, то процесс 
{O„(tg2 V2Z, ж)} расходится в точке х. Для завершения доказательства тео­
ремы 5 остается заметить, что уравнение

/ cos3 х \
2 (1—;—— +2 ctg х ) = tg2 /2 х

\ sin* X , /

эквивалентно уравнению (4).
Теорема 1 непосредственно следует из теорем 4 и 5.
Теорема 6. Процесс {<оДД, х)}, построенный для /(x)=sinx, рас­

ходится во всех точках интервала (0, 2л), за исключением лишь двух 
точек.

Действительно, с помощью метода Штурма можно убедиться, что урав­
нение z4+4z3—2z—1=0 обладает лишь двумя действительными корнями. 
Нетрудно видеть, что один из корней zl находится в (—2; —1), а другой z2 
в (0, 1). Поскольку z=cosx, то нас интересует лишь z2. Следовательно, 
процесс {<Fn(sinz, ж)} расходится во всех точках (0, 2л), за исключением 
лишь точек x=±arc cos z2.
Ленинградское высшее инженерное 
морское училище им. П. С. Макарова
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