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В настоящей работе строится асимптотика по малому параметру реше­
ния следующей задачи.

Ищется принадлежащее пространству :) решение уравнения
SSu=S?iii+&SSu,=f(t, х), (1)

удовлетворяющее условиям
dhu I 
—- =Q, k=0,1,..., m—1, (2)
д V I i=0

где e>0 — малый параметр, 2?+={(l, ж), 1^0, —o°<x< + °°} —полупрост­
ранства, x= (жь ж2,..., ,

ST 2Т й= У а,, ТУТ а= (а1? а2,..., ап),
at ^=J

| a | =a1+a2+ ... +a„, Da=Dia'D2a2... Dna'\
ST2= Vb^, l₽l=₽o+^+-..+P„,

|p|^2m

D'=D<W‘...Dn\ Da=-i~, Dj=—i~,
dt ox,

f(t, x) — заданная финитная функция.
Предполагается, что STe и ST2 суть эллиптические, а 24 — параболи­

ческий операторы с постоянными коэффициентами.
Расщепление (1) назовем первым р а с щ е и л е н и е м оператора 3S. 
Прежде чем начать построение асимптотики поставленной задачи, на­

пишем второе расщепление оператора ST), для чего вблизи границы 1=0 
вводим локальные координаты 

1/(!и-1) т,
В новых координатах оператор Т/у имеет следующий вид:

!( (А”

дх1п
h

где Мк — линейные дифференциальные выражения. 
Асимптотическое представление решения поставленной задачи 

в виде

(3)

ищем

п(2т— 1) п(2т-1)

и = У е,/(2'"~1 *wi + У е<1+-'!/(2',,~1)п,+е"д (4)
A .J

2=0 J=0
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где функции w{ определяются первым итерационным процессом, v, — функ­
ции типа пограничного слоя вблизи границы i=0 и определяются вторым 
итерационным процессом.

Расщеплению (1) оператора 3+ соответствует итерационный процесс, 
если приближенное решение уравнения (1) будем искать в виде

гр=н?о+е1/<2т_1,ил+... (5)

Подставляя выражение для w из (5) в (1) и сравнивая члены при оди­
наковых степенях е, имеем

Z iiv^dwJdt+3^ (6)

*=1, 2,..., 2т—2, (7)

S\wr=—2’2wr.-2m+2, r=2m—1, 2т,... (8)
Таким образом, мы нашли, что функции wk являются решениями пара­

болических уравнений. Начальные условия, при которых будут решены 
эти уравнения, будут сформулированы чуть ниже.

Второму расщеплению оператора SH, соответствует итерационный про­
цесс, если приближенное решение уравнения г;=0 будем искать в виде

1/(2772-1) (по+е1/<2”1_1)щ+...). (9)
Подставив это выражение для и в уравнение и сравнивая члены при оди­
наковых степенях е, получим

d2mv0 8 и0 _
(Эт2™ 5 т

(Ю)

82mvk 8 v„
5т2”‘ + 5Т

k
— J1 Msvh_s,

8 = 1

*=1,2,... (И)

Полученная рекуррентная система уравнений показывает, что члены 
разложения (9) являются решениями типа пограничного слоя обыкновен­
ных дифференциальных уравнений (10), (11).

Описанные выше итерационные процессы связаны между собой гра­
ничными условиями (2). Для выявления этих связей потребуем, чтобы 
сумма w+v удовлетворяла всем граничным условиям (2).

Подставив выражение для суммы w+v в (2) и сравнивая коэффици­
енты при одинаковых степенях е, получим

W}, | ,=р Щ —1 | т=о, * 1. 2,. . . *

drws-r+i I
I i==0' s=0,1,... ;

(12)

(13)

r—l,2,...,m—l. (14)

Таким образом, мы нашли условия, при которых будем решать урав­
нения, полученные итерационными процессами.

Определим, например, функцию w0. Она будет решением задачи

S’lwos^,------ + S’()w0=/(i, х): (15) 

Wo | f=o—0. (16)
Очевидно, при условии положительной определенности оператора 3?а и 

фпнитностп функции j(t, х) последняя задача имеет достаточно гладкое 
решение.

Имеет место следующая

552



Теорема 1. Если, Z0 — положительно определенный оператор и 
f(t, х) —финитная функция, то решение уравнения (15), (16) принадле­

жит пространству }у.(,2те) (7?ь).
Зная функцию wa, определяем функцию к0.
Функция v0 является решением типа пограничного слоя задачи

(F'To | ду0
дт2т дт 0; (17)

ду0
77

дш0 I 
dt I дтк I =0,

Т=0
*=2,3,..., т-1. (18)

1=0

Ьчевидпо, (17) — обыкновенное уравнение. Для его решения напишем 
характеристическое уравнение. Оно имеет вид

(-1)П2т+Л=0. (19)
Можно легко показать, что т — 1 корней уравнения (19) строго лежат 

в левой полуплоскости (обозначим их через *2,..., Xm-i). Этот факт обе­
спечивает регулярность вырождения поставленной задачи.

Решение типа пограничного слоя задачи (17), (18) имеет вид
* т—1

По= V Скв^,

Л=1

где Re и с^ суть постоянные, которые определяются условиями (18). 
Аналогично продолжая процесс, определяем все функции, входящие в 

разложения (5) и (9).
Следовательно, мы определили все члены разложения (4). Теперь оце­

пим остаточный член. Для этого выражение (4) напишем так:
n(2m— 1) п(2тп—1)

snz=u- У е(1+;)/2тщ. (20)
1=0 J=0

Действуя на обе части равенства (20) соответствующими расщепления­
ми оператора 5Д и учитывая уравнения, полученные из итерационных про­
цессов, находим, что функция z является решением, принадлежащим про­
странству РЙ,2т)(7?+), задачи

(21)

4^1 =0, *=0,1, ...,т—1, (22)
dtk I i=0

где F — известная функция. 
Имеет место следующая 
Теорема 2. Для решения задачи (21), (22) справедлива оценка

' ||щИс||^||2, (23)

где Il-Hi — норма в пространстве (К+), Ц-||2—норма в пространстве
LZ(R+), а с>0 — постоянная, не зависящая от е.

Для доказательства теоремы обе части уравнения (21) надо ум­
ножить на z и полученные выражения интегрировать по частям с учетом 
граничных условий (22).

Подытоживая изложенное, можно сформулировать следующее ут­
верждение.

Теорема 3. Если f(t, х) —финитная функция, 2Д и 2Д — положи­
тельно определенные эллиптические операторы, то для решения задачи 
4 Заказ .№ 1641, т. 221, № 3 55;



(1), (2) имеет место асимптотическое представление (4), причем функ­
ции иц определяются первым итерационным, процессом, Vt суть функции 
типа пограничного слоя вблизи границы t=0, определяемые вторым ите­
рационным процессом, a e"z — остаточный член, причем z ограничена в 
метрике пространства W>™\R+).
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