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1. Основная теорема. Рассмотрим регулярное накрытие М 
замкнутого многообразия Мп. На нем действует группа (М) /(М). 
Спрашивается, когда М диффеоморфно внутренности компактного мно­
гообразия с краем (= к М можно присоединить край) ?

Далее полагаем, что М некомпактно, нЭ=6.
Прежде всего М должно иметь гомотопический тип конечного клеточ­

ного комплекса (= быть гомотопическим конечным). При некоторых ог­
раничениях на группу ЗТ1 (М) /Hi (М) это условие становится достаток-, 
ным.

Теорема 1. Если группа лДТИ)/имеет один конец и одно­
связна, М гомотопически конечно, то М диффеоморфно внутренности ком­
пактного многообразия с краем.

Примеры односвязных групп с одним концом: 1) прямое произведение 
любых трех конечно представимых бесконечных групп, 2) группа, дейст­
вующая на R", п^З, без неподвижных точек и с компактным фактор-про- 
странством.

Доказательство теоремы 1 опирается на решение общей за­
дачи о присоединении края к открытому многообразию, впервые постав­
ленной Браудэром. Эта задача была им решена для односвязных на бес­
конечности многообразий (2). Как показано автором, из результатов 
Браудэра следует вариант теоремы 1 для универсального накрытия (*).

Начиная с 1965 г., появился ряд работ, в которых рассматривались не­
односвязные на бесконечности открытые многообразия.

В доказательстве топологической инвариантности рациональных клас­
сов Понтрягина, данном П. С. Новиковым (7), для гомотопически конеч­
ного регулярного накрытия М замкнутого многообрази М с действием 
группы Z=ni (М) /Th (М) определен элемент из К'1 (Zni (М)). Он являет­
ся препятствием к присоединению края к М, возникающим за счет вто­
рого конца односвязной группы Z. В. Л. Голо построил примеры реали­
зации этого препятствия (3).

Одновременно появился цикл работ Зибенмапа, связанных с общей 
задачей о присоединении края к открытому многообразию (4_6). Однако в 
известных автору работах замкнутая система алгебраических препятст­
вий в общем случае не построена: определено лишь препятствие типа К°, 
известное еще из работы Уолла (8). Недостающее препятствие Зибенман 
заменяет различными геометрическими условиями, эффективными только 
в случае задачи о представлении многообразия в виде произведения неко­
торого многообразия на полупрямую (5). Поэтому нами кратко описана 
общая задача о присоединении края к открытому многообразию, хотя ав­
тор не уверен в новизне тех или иных вспомогательных результатов.

2. Инварианты бесконечных комплексов. В этом 
пункте вводятся инвариаты, необходимые для решения задачи о присо­
единении края.
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Пусть { ... . -*С0} =С — комплекс проективных модулей
над ассоциативным кольцом А с единицей. .Спрашивается, когда он гомо­
топически эквивалентен комплексу конечномерных свободных модулей? 
Если кольцо А нётерово, то ответ хорошо известен: И-модули Я; (С) 
должны быть конечно-порождены. Однако этот частный случай не охваты­
вает большинства топологических примеров, поскольку групповые коль­
ца конечно представимых групп как правило не нётеровы.

Введем отношение эквивалентности Л-модулей. Если существует точ­
ная последовательность то модули М, и М3 называются
непосредственно эквивалентными. Профакторизуем полугруппу всех 
Л-модулей Mod (Л) по наименьшему отношению эквивалентности, вклю­
чающему непосредственную эквивалентность. Полученную полугруппу 
обозначим В (А).

Легко проверить, что конечно-порожденные модули и только они пред­
ставляют нулевой элемент в В (Л).

Предположим, что существует комплекс С с конечным (n—1) -мерным 
остовом гомотопически эквивалентный С, С'^С.

Определение. Wn(C)^B(A) — элемент, представляемый модулем 

Сп' / d'‘+l{C'n+i).

' Wn(C) не зависит от выбора С'—С и определено тогда и только тогда, 
когда И7<„(С) =0.

Пусть И/П(С')^=О. Тогда W(С) = Wn(C), п (С) =п — гомотопические ин­
варианты С. Если Wn(C) =0 при любом п, то полагаем W{С) =0, п(С) =°°.

Предложение 1. Следующие утверждения эквивалентны:
1) Комплекс С гомотопически эквивалентен комплексу свободных ко­

нечномерных модулей.
2) Р7(С)=0.
Если кольцо А нётерово, то модуль гомологий Я„(С) представляет 

элемент Wn(C)^B(A). Условие 2) предложения 1 сводится тогда к усло­
вию конечной порожденности модулей гомологий Нп(С) при всех п. Таким 
образом, предложение 1 обобщает отмеченную выше теорему на случай 
произвольного ассоциативного кольца с единицей. Подчеркнем, что в об­
щем случае ненётерова кольца А модуль Н„(С) не представляет элемен­
та W„(C).

Если сильная гомологическая размерность (8) Z)(C)<<», W(С) =0,
то С гомотопически эквивалентно конечному комплексу проективных мо­
дулей С. Для него, как известно, определена эйлерова характеристика

%«?') = £

являющаяся препятствием к существованию конечного комплекса свобод­
ных модулей С"^С (8). х(С') — гомотопический инвариант С'. Поэтому 
%(С') не зависит от выбора С'~С и, следовательно, определено %(С) =

Пусть X — клеточный комплекс, С(Х) — комплекс цепей его универ­
сального накрытия, рассматриваемый над кольцом Znt(X) =А(Х).

Предложение 2. Следующие утверждения эквивалентны:
1) С (К) гомотопически эквивалентно конечному комплексу свободных 

А(Х)-модулей, л*(Х) конечно представимо.
2) X гомотопически эквивалентно конечному клеточному комплексу. 
Таким образом, полные наборы препятствий к гомотопической конеч­

ности клеточного комплекса и комплекса цепей его универсального на­
крытия по существу совпадают.

Предложение 3. Если С(Х)^С', где С' — комплекс свободных 
А(Х)-модулей, то найдется такой комплекс Х'^Х, что C'/C'J= 
=С(Х) /С3(Х').
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3. Задача Браудэра. Вернемся к общей задаче о присоедине­
нии края к открытому многообразию М.

Фундаментальные группы концов М (jti”(M, i)) должны быть ста­
бильны на бесконечности и конечно представимы — это необходимое усло­
вие существования края (5).

Если X — универсальное накрытие конечного комплекса X, то стабиль­
ность фундаментальных групп концов X и сами эти группы полностью 
определяются группой лДХ) (4). Поэтому можно ввести понятие ста­
бильной группы и фундаментальной группы i-ro конца n1°°(G> i) стабиль­
ной группы G (предполагается, что группа G конечно представима). 
В частности, односвязной называется стабильная группа с тривиальными 
фундаментальными группами концов.

Пусть ГМ={Ж}, где ЛЛх=М\Уа, Va — компактное подмногообра­
зие М. Вложения Мa<=int М-? превращают Гм в направленное множество. 
При помощи гладкой триангуляции можно корректно определить

п(Яа)=п(С(Яа))еЯи~ 
Wn (Ма) =Wn(C (Ма)) ей (Х(Ма)), 

X (Ж) =Х (С (Яа) ) (Л (Ма) ) .

Легко проверить, что для I: справедливы равенства

г,Ж„(Ж)=1Е„(Я₽), i.x(ft)=zTO,

если определены левые части (г.: Л(Ма)->A(MP) индуцирует гомомор­
физмы S (Л (>«))->£ (Л (^)), R° (A(Ma))->£° (Л(М₽))), п(Ма)^п(М>).

Таким образом, определены

п—п'х (М) =limrMR(Ма),

Z(M)={Wn (Ма)} elimr^Z? (Л (Ж)) •

Если 7(2И)=0, то определены х(Яа) и Zz(Af) ={х(Яа)}е 
Elimru/?°(A(A£,.)). Последний инвариант определен в (6).

Теорема 2. Открытое многообразие М", п^б, диффеоморфно внут­
ренности компактного многообразия с краем тогда и только тогда, когда 
концы М имеют стабильные конечно представимые фундаментальные 
группы, их число конечно,

Z(M)=Q, Zy\M)=Q

(Zy(M) — инвариант типа R°, известный из работы Уолла (8), инвариант 
Z(M), несмотря на его естественность, в данной задаче ранее не рассмат­

ривался) .
Основной этап вывода теоремы 1 из теоремы 2 содержится в следую­

щей лемме.
Основная лемма. Если выполнены условия теоремы 1, то естест­

венные проекции

Итг .В (А (Ма)) В (А (М)), 

lim Х0(Л(Ма))->Х°(Л(Я)) 
<—1 м

являются изоморфизмами. Поэтому, ввиду предложений 1, 2, справедливы 
равенства

Z(M)=6, zy{M)^.

Z(M) и п°° (М) — инварианты собственного гомотопического типа М. 
.Z,,(M) — только комбинаторный инвариант, как следует из (3).

Хорошо известно, что произведение двух открытых связных многооб­
разий имеет один конец.
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Легко проверить, что если Mi, М-2 гомотопически конечно, то 
Z(MiXM2)=0, Z%(MiXM2)^=0.

Последнее равенство сформулировано в (4).
Если Mi и М2 односвязны и имеют конечное число концов,, то фунда­

ментальная группа конца MiXM2 стабильна и изоморфна свободной груп­
пе с (fti—1) (rz2—1) образующими, где п( — число концов Mi. Если Mi име­
ет один конец и односвязно, то фундаментальная группа конца MiXM2 
стабильна и изоморфна Л1 (М2}.

Если X — регулярное накрытие конечного комплекса X, jti (X) /(X) 
стабильно, Л1(Х) конечно представимо, то концы группы Л1(Х)/Л1(Х) 
естественно отождествляются с концами X, фундаментальная группа i-ro 
конца X стабильна и изоморфна Л1(Х)Хл1”(л1(Х)/'я1(Х), i). Этот факт 
используется при доказательстве основной леммы.

Если замкнутое многообразие М"=Л'(л, 1) является комплексом 
.Эйленберга — Маклейна, то MnXR~Rn+i, n^b. Если также л односвязно, 
то Мп~РГ1.

В заключение автор пользуется случаем выразить благодарность 
чл.-корр. АН СССР П. С. Новикову за научное руководство.
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