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В настоящей работе рассматриваются смешанные задачи и задача 
Коши для линейных параболических уравнений

п п
Ul= у1, + ^2 bi (С x)ux.+c(t, x)u=f(t, х) (1)

г, 7=1 г~1

и для общего нелинейного параболического уравнения вида

Иг=сУ(7, х, и, их, ихх) (2)

в цилиндрической области (?=[0, ТДХЙ при нулевом начальном условии 

и|«=о=О (3)

и с одним из следующих условий на боковой поверхности S цилиндра Q: 
w|s=0 (4)

или

= <p(t,x,u). (5)
S

Здесь х= (х{, .. ., х„) — точка области й в n-мерпом эвклидовом простран­
стве Еп, i —точка оси t, S=[0, Т]ХЗЙ, где 5Й — граница области Й, й — 
замыкайте области Й, v=v(x) — внутренняя нормаль к бй в точке x^dQ, 
тхг=(ип, ... , ихТ), Ихх=(. .. , ичх.. .. .), id, j^n. В случае задачи Коши 
под Q будем погашать слой [0, Т]ХЕп.

На основе новых априорных оценок шаудеровского типа для решений 
линейного уравнения (1), уточняющих широкоизвестные оценки Чилибер- 
то (*), Баррара (2), Фридмана (3), в этой работе мы устанавливаем соот­
ветствующие теоремы о разрешимости основных смешанных задач и зада­
чи Коши как для линейного уравнения (1), так и для нелинейного пара­
болического уравнения (2).

Новизна в оценках шаудеровского типа состоит в том, что в отличие от 
известных результатов ((1_!‘) и др.), доказанных при выполнении условия 
Гёльдера по совокупности переменных (7, х) на коэффициенты уравнения 
(1), наган оценки (а затем и теоремы существования) получены лишь в 
предположении гёльдеровостп коэффициентов по пространственным пере­
менным; при этом, однако, мы получаем и оценку модуля непрерывности 
по t старших производных и,л (но не щ).

Для пелинейпого уравнения (1) мы устанавливаем локальные (по вре­
мени t) теоремы существования решений рассматриваемых задач.

Вопросы локальной разрешимости первой краевой задачи и задачи 
Коши для нелинейных параболических уравнений рассматриваются в (5_8). 
Во всех этих работах для доказательства локальных теорем существования 
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применяется идея казилинеаризации: уравнение (или система нелинейных 
уравнений) дифференцируется по независимым переменным и изучается 
квазилинейная система уравнений относительно первых производных 
функции u(t, х).

Применение идеи квазилинеаризации, привнесенной в теорию парабо­
лических уравнений, по-видимому, из классической теории уравнений пер­
вого порядка (из теории Гамильтона — Якоби) и дающей в последней тео­
рии точные результаты, приводит к необходимости требовать завышенные 
условия гладкости функций и ср, определяющих постановку задач, 
а также гладкости начальной функции (при рассмотрении случая ненуле­
вого начального условия) и выполнения дополнительных условий согласо­
вания на границе нижнего основания цилиндра Q.

В настоящей статье линеаризуется непосредственно уравнение (2). 
Никаких условий на характер роста нелинейности функций -s^ и <р, опре­
деленных для (£, ж)е<? и любых и, и... и**, здесь не накладывается. Основ­
ным предположением относительно функции ^(i, х, и, р, г), где р = 
= (pi, .., рп), г=(..., ri}, ...), l^i, является условие парабо­
ли ч н о с т и: для любого ненулевого вектора £= (£4, . . ., £„) ^Еп и любых 
и, p,r, (t, x)^Q

(^r(i, х, и, p,r)^, £)>0, (6)

где — матрица ||^Гу(Л х, и, Р, г) ||, а через (£, ц) здесь и далее обозна­
чается обычное скалярное произведение в Еп.

Относительно области О будем предполагать следующее: существует 
такое число р0>0, что часть границы 5S2, попавшая в шар {|ж—т0| <р0}, 
где х„ — произвольная точка d£i, представима уравнением xi=hx°(xl, ... 
..., xi-i, xi+t,..., хп), причем функции обладают вторыми производи 
ными, ограниченными и удовлетворяющими условию Гёльдера с показате­
лем |3e(0, 1) равномерно по х0.

Для непрерывных в цилиндре Q функций u(t, х} введем следующие 
нормы:

Кроме того, для любого целого т^О при ссе[0, 1) положим

III I t‘J I I tlo.o = sup lalo.o, lai [i] 11*o,a — SUp IW-lo.aj (7)

1 It 1 0’0= sup lu(t,x)l, lai1о,а=1а1о<,0+Яа‘(а), (8)
xeQ

ЯДи)
la(f, x)—u

= sup--- —:------- -, a = const <= (0,1). (9)
x,ysQ 1# У 1“

JT IZ>'wlo[a , D^U^U, (10)
l^m

где D'u — некоторая производная от u(t, х) по х порядка I и суммирование 
в (10) производится по всем таким производным.

Через С mia. будем обозначать совокупность функций, непрерывных в 
цилиндре [0, Z]XQ вместе с производными по х до порядка т включитель­
но и имеющих конечную норму (10).

Относительно коэффициентов уравнения (1) предположим, что выпол­
няется условие равномерной параболичности: для любого векто­
ра 1^Е„ и (t, x)^Q

V4£l2^ ^a«(f,X=const>0, .(11)
i,3=i
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и что

У, kJ- + £ lbiloT + lcio,?=Ar<0°- (12)
i,j=i l»l

Через Mi, M2 и т. д. будем обозначать константы, зависящие лишь от 
«данных» рассматриваемых задач.

Теорема 1. Пусть О,=Еп и функция u(t, x)^Cz^ является реше­

нием задачи (Г), (3) в слое Q, причем в (1) f=fl+f2,fl^C0,»T} а>Р-

Тогда при выполняется неравенство
t

К] «[ l/,C +J (?-йт] . (13)

Относительно характера непрерывности по t имеет место следующее 
предложение.

Теорема 2. В условиях теоремы 1 выполняются следующие неравен­
ства при 0^tt<i2^Т:

| u{ti, х)—u(t2, х) | ^М3В | Т—121,

где В — выражение, стоящее в квадратной скобке в соответствующей 
оценке (13),

lux. (f1; х)— ux.(t2, х) l^MiBlh—12\\ i=i,...,n,

|UxiXj. (ti, x)—uXixj(t2, x) |=СЛ/55|7,—i2|p/<2+₽), iCi, j^n.

Теорема 2 доказывается при помощи следующего утверждения интер­
поляционного характера.

Лемма. Пусть u{t, х) и для x^Q выполняется не­
равенство

| u(ti, x)—u(t2, х) | =СЯ I tt-121v, 7^(0, 1].

Пусть область Q удовлетворяет условию конуса (см. (9))„ Тогда

\Dmu(ti,x)-Dmu(t2,x)\^cH^m™(\u\™ ]m/(m+₽iIti-t2\^<m+Si>. (14)

Замечание. Рассмотрение функции (|ж|2(т+м+Я2г2’’)'/! в окрестно­
сти начала координат показывает точность результата леммы.

Справедливо следующее предложение о разрешимости задачи Коши. 
Теорема 3. В условиях теоремы 1 относительно коэффициентов урав­

нения (1) и функции f(t, х) задача (1), (3) в слое Q имеет единственное 
решение u(t, х)^С^Тц, обладающее непрерывной производной ut.

Для решений смешанных задач оценка (13) во всем замкнутом ци­
линдре Q, вообще говоря, неверна. Например, .решением уравнения щ= 
=uxx+f(t) в полуполосе {O^i^l, ж>0} с нулевыми условиями при £=0 
и при ж=0 является функция

* 2 ° 
u(t,x)^ J<D Ф(о) = ^ Je-T|^n;

для отрицания выполнения обсуждаемой оценки вплоть до боковой грани­
цы х=0 достаточно заметить, что при ступенчатой функции f(t) с точка­
ми разрыва i=fee(0, 1) производные u^t, х) разрывны в точках (4, 0).

Если в дополнение к условиям (1) и (12) коэффициенты уравне­
ния (1) и функция f (t, х) удовлетворяют условию Гёльдера по t в неко­
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торой области, примыкающей к S, то оценки, аналогичные (13), очевидно, 
будут выполняться и для решений смешанных задач с нулевыми условия­
ми (3) —(5); из этих оценок, как и в случае задачи Коши, вытекают соот- 
ветствующие теоремы о разрешимости в пространствах С2, з.

Переходим теперь к формулировке локальных теорем существования 
решений рассматриваемых здесь задач для нелинейного уравнения (2).

Теорема 4. В дополнение к условию (6) предположим, что в некото­
рой области {(i, x)^Q, |и| =5(1/, |р|<М, функция st(t, х, и, р. г)
непрерывна вместе с производными по и, р{, Гц до второго порядка вклю­
чительно, причем эта функция и указанные ее производные удовлетворя­
ют условию Липшица по и, р, г и условию Гёлъдера с показателем р по х 
и, кроме того, st(t, х, 0, 0, 0)еС^, cc>f). Пусть Q — слой [0, Т}КЕп.

Тогда можно указать такое £0, определяемое сделанными предположе­
ниями, что в слое [0, ZolXE^ существует единственное решение u(t, х)е 

задачи Коши (2), (3), обладающее непрерывной производной ut. 
Это решение может быть получено как предел при т-+°° по норме | • | Vb5 
решений ит (I, ж) уравнения (тп=1, 2,... ; н° (Z, х) =0)

uT=L(ит) +st (Z, х, 0,0,0) +F(£, х, и™-1, и™ \ * ), (15)

L(u)s^„(Z, х, 0, 0, 0)п+(з/р(1, х, 0, 0, 0), ux) + (j/,(f, х, 0, 0, 0), и„), 

F(t, х, и, их, ux^)=st(t, х, и, их, «„)—a/(Z, х, 0, 0, 0)—Л(п)

с нулевым начальным условием (2).
Теорема 5. Пусть для функции st- (t, х, и, р, г) выполняются условия 

теоремы 4 и, кроме того, эта функция и ее производные по и, pt, rtj до вто­
рого порядка удовлетворяют условию Гёлъдера по Z; пусть выполнено ус­
ловие согласования

3/(0, х, 0, 0, 0) |9Q=0.

Тогда в некотором цилиндре [0, Z0]Xfi существует единственное реше­
ние задачи (2), (3), (4) в классе функций, обладающих непрерывными по 
Гёлъдеру производными, входящими в уравнение (2). Аналогичное ут­
верждение справедливо и для задачи (2), (3), (5), если функция <р(£, х, и) 
в условии (5) - достаточно гладкая (например, дважды непрерывно диф­
ференцируемая) и удовлетворяет условию согласования

ф(0, х, 0) | аа=О.

Для доказательства теоремы 5 рассматривается итерационный процесс, 
основанный на последовательном решепии уравнения (15) с соответствую­
щими граничными условиями.
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