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.1. Пусть дало некоторое компактное С”-мпогообразие М без края. 
Обозначим через D(М) группу его б+-диффеоморфизмов и через V(М) 
алгебру Ли (+’-векторных полей па М, снабженные естественными С“-то- 
пологиямп. Очевидно, что V (М) является топологической алгеброй, 
a D(M} топологической группой; белее того, известно, что в D(M) можно 
ввести структуру 6'"“-группы Фреше (см. (2)). Для любой замкнутой под­
группы Hc^D(M) подмножество 1)(Я), состоящее из полей, потоки кото­
рых содержатся в Я, является замкнутой подалгеброй в V(Л/) (см. (3)); 
назовем ()(//) алгеброй Ли группы И.

Введем следующие подгруппы группы D(M). Пусть — замкну­
тое, не обязательно связное подмногообразие, обозначим B(N) = 
= {feD(M)\f(N)—N}. Для замкнутого подмножества Р<=М положим 
Ик(Р) = {fe=B(M) |/+7=7'+1 к=0, 1, 2,..., Несложно прове­
рить, что алгеброй Ли для подгрупиы B(N) является b(N) = {v^ 

|р|xeF(.Af)}, а для Hk(P) алгебра W(P) = {v<=V(M) |jxkv=() Vx<= 
+'}. Обозначим, кроме того, через D0(M), B0(N), Hk(P) связные компо­
ненты единицы в соответствующих группах.

Отображение exp: V(M)^D0(M) (exp(п) =g(l), где g(t) — поток 
поля и) является естественным аналогом экспоненциального отображения 
групп Ли. Пример, приведенный Омори в (4), показывает, что для групп 
диффеоморфизмов отображение ехр не является локально-сюрьективным. 
Однако верна следующая теорема.

Теорема 1. Если I1=DO{M} или одна из ее подгрупп В o(N), Нок(Р), 
то Н порождается, как топологическая группа, подмножеством ехр(()(Я)).

Идея доказательства этой теоремы состоит в следующем. Фик­
сируем на М некоторую рпманову метрику, пусть Ехрх: TJM-+M - экспо­
ненциальное отображение этой метрики. Обозначим через Е отображение, 
заданное формулой E(v') (,г) =Ехр.хр(ж), с'-=Л'(М), х<^М (оно было введе­
но Лесли в (2)). Известно, что Е гомеоморфпо отображает некоторую 
окрестность нуля U^V(M) на окрестность единицы в Do(M'). 
В достаточно малой окрестности единицы O'-DAM) для произ­
вольного диффеоморфизма f^O можно ввести векторные поля 

пых оценок доказывается, что /,,=ехр vnn exp v^_l ... exp v*—>-/, п-+°°, 
откуда следует теорема.

Автору неизвестно, справедливо ли утверждение, аналогичное теоре­
ме 1, для произвольной связной замкнутой подгруппы в DKM (или хотя 
бы для подгруппы, являющейся подгруппой Фреше).

Сопоставляя теорему 1 и теорему 2 пз (3), получаем
Следствие 1. Предположим, что М — однородное пространство 

компактной группы Ли.
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Тогда, если N<^D0(M) — замкнутый нормальный делитель такой, что 
его алгебра Ли п-^ {0}, т0 N=D,(M).

В последующих пунктах М также является однородным пространством 
некоторой связной компактной группы Ли G.

2. Предположим, что на М задано однородное векторное расслоение
(Е, р, М) над полем k=R или С. Обозначим через 1\, /с=0, 1, °°,
пространство С^-сечений этого расслоения с топологией С\ Пусть Мс — 
комплексная оболочка М (см. (6)). Через Гя обозначим пространство 
голоморфных сечений для голоморфного расслоения Ес на Мс, получае­
мого естественным продолжением расслоения Е (при &=С) или комплек- 
сификации Е (или k=R). Введем в Гл топологию Н равномерной сходи­
мости на компактах.

Естественное действие группы G в пространствах Гт, т=0, 1, ..., h, 
превращает их в топологические G-модули в смысле (’). Сечение «еГ0 
называется сферическим, если подпространство, натянутое сечениями gs, 
g^G, конечномерно. Известно, что сферические сечения однозначно про­
должаются до голоморфных сечений на Мс (см. (5)). Обозначим про­
странство сферических сечений через S и положим 5c=5+iS при k=R и 
SC=S при /с=С. Из результатов работы [’] следует, что rft=(S)CK, Гл= 
= (SC)H.

Введем следующую характеристику расслоения Е. Для простого конеч- 
нрмерного G-модуля Р над С обозначим k(P) =dim HomG(P, Sc) и поло­

жим a(£’) = max I Г---- —— 1 I . Из теоремы двойственности Фробениуса
р I L dimP J I

(см. (9)) следует, что a(£’)<dim£'o, где Ро —слой над (Р=М.
Теорема 2. Топологические G-модули 1\, т=0, 1, ..., °°, h, являют­

ся нётеровыми. Именно, если — замкнутый подмодуль, то сущест­
вует всюду плотное подмножество QcNa{E), состоящее из аналитических 
сечений, такое, что любой набор сечений (щ, ..., иа(Е}) из Q порождает N’ 
как топологический G-модулъ.

Доказательство этой теоремы основано на применении теоремы 
двойственности Фробениуса, а также того, что 7V=(7VflSc) (см. (7)). Кро­
ме того, используется, что для любого простого конечномерного G-модуля 
Р над С G-модуль Р®Р® ... ®Р цикличен.

dim Р

Заметим, что если а(£')=1, то любой G-подмодуль Л?^ГТ цикличен 
(как топологический G-модуль), причем почти любой элемент n^N 
является образующим (т. е. такие п всюду плотны в N).

Приведем примеры расслоений Ева (Е) =1.
Пример 1. E=MXk, k=R, С; 1\ в этом случае — пространство 

/с-значных функций класса Ch на М, к=0, 1,..., °°, а Г/, — пространство го­
ломорфных функций на Мс.

П ример 2. Е=Т(М) — касательное расслоение, а М — одно нз сле­
дующих многообразий:

а) М — неприводимое компактное симметрическое пространство, G — 
группа его движений.

б) M=U — компактная группа Ли, алгебра Ли которой U=Eup+t 

(здесь t — центр, и; — простые неизоморфные идеалы) удовлетворяет 
условию: dimt^l, Zi<dimUi. G = UXU — группа двухсторонних сдвигов 
на U.

В этом примере Гл — пространство векторных полей класса Ск на М, 
а Гй — пространство голоморфных векторных полей на Мс.

3. Теоремы 1 и 2 позволяют доказать, что группа D0(M) и некоторые
ее замкнутые подгруппы конечно-порождены (как топологические группы). 
Действие группы G на М определяет гомоморфизмы г: G-^D^M) и 
/: (М) (здесь © — алгебра Ли группы G). Для произвольного под­
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множества V^V(M) обозначим через I)(®, У) замкнутую подалгебру в 
V(M), порожденную множествами V и /(®), а через H(G, V) — замкну­
тую подгруппу в D(M), порожденную потоками векторных полей из V и 
элементами i(G). Несложно проверить, что если V состоит из аналитиче­
ских полей, то Ij(®, V) является G-подмодулем в V (М). Заметим, что 
Do (М) =H(G, V (М)), V(М) (®, S (ТМ)). Обозначим а—а (ТМ).

Теорема 3. 1) Группа D0(M) и ее подгруппы вида Н(G, V) порож­
даются (как топологические группы) 2(<х+1) диффеоморфизмами.

2) Если I) — алгебра Ли V (М) или одна из ее подалгебр вида I)(S, V), 
(где V состоит из аналитических полей), то .существует всюду плотное 
подмножество Р^ЛсГ, состоящее из аналитических векторных полей, такое, 
что любой набор (ил, ..., иа)^Р вместе с элементами из j(®) порождает 
как топологическую алгебру.

Доказательство этой теоремы опирается на теорему 2 (в случае, 
когда Е=ТМ), на то, что связная компактная группа Ли порождается, 
как топологическая группа, двумя элементами (см. (8)) и на аналогичное 
свойство группы R. Заметим, что образующие в группе D0(M) и ее под­
группах H(G, У) можно выбрать аналитичными.

Следствие 2. Если М — однородное пространство из примера 2 
п. 2, то в топологической группе D<S(M) и ее подгруппах вида H(G, У) 
существуют системы образующих, состоящие из четырех диффеоморфизмов.

4. В некоторых случаях мы можем указать явный вид системы образую­
щих в топологической группе Do (М).

а) M=Sn — n-мерная, п>2, сфера, заданная в 7?”+1 уравнением п + 1
У Ж;2=1. На Sn имеются естественные действия групп 50(1, п+1) и i—1
SL(n+l). Используя результаты работ (*, г), можно доказать, что под­
группы, соответствующие этим действиям, порождают топологическую 
группу D0(Sn). С другой стороны, диффеоморфизмы /П=ехрп„ (где [ (п + 1 >/2]
un(Xi, ..., xn+l)= Е (21'")* (0,...,0,-^Г‘^-1,0,...,0)еУ(5")) 

k=i
И g„(x!, ..., X;t + l) = ('/4^+1, 2xi, 2x2, X3, ..., X„)/(1/16.Zn+l +4^12+4ж22 + 
+;гз2+.. .+хп2)'1г, порождают подгруппу 5L(n+l)<=D0(5"). Отсюда нетрудно 
вывести, что V<p„e (50(1, п+1) \50(п+1)) диффеоморфизмы g„, 
порождают Do (Sn) как топологическую группу. Заметим также, 
что в D(Sn) можно построить систему образующих, состоящую из 
|л0 (D (Sn)) |+2 диффеоморфизмов, причем известно, что | лс(О(5")) | <°° 
при п+4.

Рассмотрим далее подгруппу 0(1, п+1) в 0(1, п+1), порожденную 
0(п+1) и 50(1, п+1); она естественно действует на 5". Используя тех­
нику теории представлений, можно доказать, что единственным собствен­
ным замкнутым подмодулем 0(1, п+1)-модуля F(5n) является подалгебра 
$о(1, п+1). Кроме того нормализатор подгруппы 0(1, п+1) в D(Sn) совпа­
дает с 0(1, п+1). Из этих фактов, в свою очередь, вытекает, что при и=1, 2, 
3 подгруппа 0(1, п+1) является максимальной среди собственных замкну­
тых подгрупп D (Sn). А при п^^к аналогичным свойством обладает подгруппа 
50(1, п+1) в Do(Sn). В частности, при п=1, 2, 3 подгруппа 0(1, п+1) и 
произвольный диффеоморфизм fe (D (Sn) \0(1, п+1)) порождают тополо­
гическую группу D(Sn). При п^4 подгруппа 50(1, п+1) и произвольный 
диффеоморфизм g^(D0(Sn)\SO(l, п+1)) порождают топологическую 
группу Do (Sn).

б) M=RPn, riS?2,— вещественное проективное пространство. Пусть л: 
Sn-+RPn — естественное накрытие. Введем векторные поля v„(xi,..., xr+l) = 
=ж32(—хг, xt, 0, ..., 0)+7(5п). Нетрудно проверить, что определены век­
торные поля л» (vn) el7 (RPn) и что диффеоморфизмы gn^D0(Sn) 'инду­
цируют диффеоморфизмы f„, gn^D0(RPn). Топологическая группа D0(RPn) 
при' п^»2 порождается тремя диффеоморфизмами f п, gn и фя=ехр(л,к„).
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в) М=Тп — я-мерный ►гор. Пусть ф1; ..., <р„ — координаты на Тп (ф,- бе­
рутся по модулю 2л). Введем векторные поля е;=3/5ф4е У(7’п), и,= 
= (cos cpi+cos ф„) (ej+ ... +е„), wn—cos ф^Т-... +cos фяе„. Диффеомор- 

п
физма а„=ехр ип, ]3„=ехр 7„=ехр( 2!/n)fte4 порождают топологиче-

скую группу Da(Tn) при п'3^2. А при ге=1 топологическая группа D(Tl>) 
порождается двумя диффеоморфизмами /(ф1)=1—ф15 g=exp ((2+cos ф1+ 
+соз2ф1)е1).

Автор выражает глубокую благодарность А. Л. Онищику за помощь 
п внимание к работе. Автор признателен А. Т. Фоменко за полезные ука­
зания.

Примечание при корректуре. В условиях теоремы 1 в качестве подгруп­
пы Н можно также брать связные компоненты единицы в подгруппах G”- 
автоморфизмов следующих G-структур на М: а) G-структуры, опреде­
ляемой гладким элементом объема на ориентированном М; б) симплекти- 
ческой структуры; в) G-структуры, для которой алгебра Ли группы G 
замкнута относительно матричного произведения. Недавно Thurston анон­
сировал теорему о простоте группы D0M (10). Из этого вытекает утверж­
дение теоремы 1 для случая, когда Н=Т)ЛМ), и следствие 1.
Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 6 VI 1974
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