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Пусть й — неограниченная область плоскости Ег, границей которой 
является замкнутая дважды гладкая кривая Г, и пусть u(t, х) решение 
следующей задачи *:

* Существование решения доказывается методом Галёркипа.

-~Ч(УЖ) t>0, (1)
at

du(t, х)
dt

u(t,x)\i=a=fl(x), X£Q,
I 1 = 0

(2)

(3)

где x=(xt, x2), А=д2/дх12+д2/дх2' и n — вектор внешней по отношению к 
£2 единичной нормали к контуру Г.

Койтур Г предполагается строго выпуклым, функция gfx) неотрица­
тельной непрерывно дифференцируемой на Г; относительно начальных 
функций будем предполагать, что (.Щ ей'1 (Q), /1(х)еС'2(й), функции 
/о(х) и ft (х) имеют ограниченные носители и обращаются в нуль на Г 
вместе со своими производными до первого и второго порядков соответ­
ственно.

Работа посвящена исследованию асимптотического поведения при 
больших значениях t решения u(t, х) и функции Грина U (t, х; у) задачи 
(1)-(3).

Фундаментальное решение уравнения (1) будем обозначать через 
F(i, х; г/), т. е.

1 9(1— |х—у|)
2л (12— \х~у\2У‘ 

д/ X J1, Т>0,
в(т)=1о, т<0.

Через йя обозначим область ЙП {| х | <R}, где 
что Гс{ | х | =СЯ}.

Пусть To>T'=2R' и 7?ое(О, T-RA, через

где

R^R'>0 и R' таково, 

t^Ta, будем обозначать 
область ЙП{|х|<1—Ко}, а через Ат„, п„ — область {(1, х): T0<t, xeQf_Ro}.

Теорема 1. Для любого R^R' существуют такие положительные 
числа То и R0(To>T', 7?ое(О, То—7?')), 4TO_U(t, х; у) еС” (ХТо, П„ХЙЯ) и 
при любом 1=0, 1, ... dlU(t, х; у) /dt‘^C (Кт„. n„XQB). При этом для всех 
(t, х^Кто.по и y^Q, Q — произвольный компакт из Qn, имеют место 
оценки

| (t. г; n^Vit, к»)) | ■
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Здесь Положительные постоянные Т„ и Ro зависят от R, Г, ||g||c(r), а по­
ложительная постоянная С -- от I, R, diet (Г, Q), Г и

Теорема 2. Для любого R=»R', любых целых неотрицательных чи­
сел N и I и произвольного компакта Q из QR существует такое положитель­
ное число Т, что при всех y—Q, x^GlR и t^T имеют место равенства

dlU(t,x-,y)
dtl

N п

п=в т=:в

+U N!(t,x-y),

где функции Um, п(х, у) =Um, Ду, х), ти=0, ..., п, «—0,1,..., принадле­
жат С™ (QXQ) ПС’ (QXQ) и для функции UN‘ справедлива оценка

\GN‘(t,x; у)
hrv+1i

^W+2+I ’

при этом положительные постоянные Т и С зависят от N, I, R, dist(r, Q)r 
Г и И#11с(Г).

В частности, функции dlU(t, х; у)/dtl, Z=0, 1,..., можно представить в 
виде

dlU(i,ж; у) __ д‘ f 1 Ini г
dtl dtl l2ni 2л2С '

г 
+ ' (со(ж', x) +G0(x', y) +

g(x')dsx' +

^\dsx.+
Л /

где функция Ul(t, ж; у) при y^Q, жеЙп и t>T удовлетворяет неравенству 
\Vl(t, х; y)\<C/t3*1.

Здесь
1

Go(х, р)=- —In \х-уI +б№, у),
2л

где функция G0(x, у)=ДДу, ж) принадлежит С“ (QXQ)ПС(ЙХО), являет­
ся гармонической по каждому переменному в й и удовлетворяет условиям; 
при любом y^Q _

lim G0(x, у) =0,

а при любом peQ
д&Дх,у) |

дп I хеГ
Рассмотрим теперь решение zz(i, ж) задачи (1) — (3). Будем предпо­

лагать, что носители функции fo(x) и Л (ж) принадлежат £2Н при R^=Rr 
(заметим, что мы не требуем финитности в Q функций f0 и Л).

Функцию u(t, х) представим в виде u=u0+ui, где u0(t, ж) и ul(t, х) — 
решения уравнения (1), удовлетворяющие условию (3) и начальным усло­
виям

дн0 I ди! |
Uol(=o=O, --—• =/о', Udi^o—Ji, —0.dt I i=o of I (=o
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Через v(t, х) обозначим решение задачи Коши для уравнения (1) с про­
долженными нулем на начальными функциями /0 и Д. Аналогично
представим функцию v в виде v—vo+vt.

Теорема 3. Существуют положительные числа То и Ro такие, что 
и а (^, х) ’С (Кт. До) и

d'ua(t, x)/dt‘^C(KTQ.Ro), а=0, 1,
при любом 1=0, 1, . .. При этом имеют место оценки

д1 . I 1п(£—Ы)ri) | <С,—.

Если дополнительно и /ae(72+“+'(Q), а=0, 1, 1=0, 1,..., и на Г
функции fa, а=0, 1, обращаются в нуль вместе со своими производными до 
порядка 2+a+Z, то существует положительное число Т, такое, что

d'ua(t, х) jdke.C ДЕ<[Т
и имеют место оценки

X) Ч, г)) | «С. «<'+«> •

Здесь положительные постоянные То и Со зависят от I, R, ||/а||С(Я), а= 
=0, 1, Г и llgllc(r), а положительные постоянные Т, и С, — от I, R, 
И/а11с2+а«Щ), а = 0, 1, Г и llgllctr).

Теорема 4. Для любого R^R' и любых целых неотрицательных чи­
сел N и I существует положительное число Т такое, что при всех ieQK и 
СмТ имеют место равенства

d'ua(t, х) 
dtl

N п

-ЕЕ
тг = О тн=0

Um,n,a(x)
^Z+а

dtl+a
+Wjv,a (i, x),( )

где

um il/!(x)= Um,n(x, y)fa{y)dy, 

m=0,. . . , n, n=0, 1,..., a=0, 1, и для функций 
оценка

. ; . .. lnN+1+“i
-;г.

справедлива

При этом положительные постоянные Т и С зависят от N, I, R, ||/а||ся)> 
а=0, 1, Г и ||g||C(r).

Теоремы 1—4 доказываются методами работ при этом существен­
но используются свойства функции Грина G(x, у, к) следующей задачи 
для уравнения Гельмгольца:

&v+k2v=f(x), x^Q,

—;—;—ito=rImtwo(kl',/*), 1ж1-*°°,  Im/сЭЮ, йт^О, б>|ж|
dv
- -----ikg{x)v\v=0,
on

установленные в (7), а также в следующем утверждении.
Теорема 5. Существует такое положительное число &=6(Г, ||gll)c<r), 

что функция G(x, у, к) допускает аналитическое продолжение в область 
К={—jr/2<arg Л<Зл/2} Л {| к | <&} рядом

G(x, у, к) =

(4)

3*  291



где функции Gm,n(x, у), т=0, 1,..., п+1, п=1, 2,..., принадлежат
_ -— Z 1

С°° (QXQ) Г)С(ЙХ£2) и у=------ + — (С—Jn2), С — постоянная Эйлера.
2 л _

Ряд (4) сходится абсолютно и равномерно по к пз К и х и у из QH, где 
R произвольно (R^R').

Заметим, что в теореме 5 не предполагается выпуклость контура Г п 
неотрицательность функции g(x); теорема доказывается тем же методом, 
что и соответствующее утверждение в случае g(x) ^0 (3, 6).
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