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1. Исходные определения. Стандартная арифмети­
ка-структура А’,=<№, о>, где А0— натуральный ряд, а=>{+, X, С} и 
+, X, А интерпретируются обычным образом. Иногда индекс о в обозначе­
нии Na будем опускать. Структура М=(М°, о> называется арпфмети- 
к о й, если М — элементарное расширение Na (М>~NB). Пусть М — арифме­
тика. Множество всех «-местных отношений, формульных в структуре М, 
мы будем обозначать л/. Множество всех формульных функций от п ар­
гументов мы будем обозначать Если M—Ne, то вместо Лм"(л”м) мы 
будем писать ло’! (л ) пли даже просто л"(л0"). Если Mi и Мг — ариф­
метики, то Mr элементарно вложима в М2(М№0Mz), если существует КИМ2 
такая, что Mt изоморфна K\Mi=K). Если М=ЛМ°, о> — арифметика, а<^М, 
то символом М[а] обозначается подмодель М с носителем

) (M\xf(a) =b)}. Арифметика М называется простой арифметикой, 
если М—М[а] для некоторого аеМ (*). Такое а называется порождающим 
элементом М. Если М — арифметика, МЛМ,, МЛМ^, то '[MiUM,] =П {АХ 
ЛМ]К^М,иМ2}. Каждой арифметике М=<М°, о) сопоставим структуры 
St(M) и S2(M) следующим образом: St(М) =<{А|КЛМ}, <=>, S2(M)=<.M°, 
=С0>, где отношение =С0 определено на М" так, что а^„Ъ тогда и только тог­
да, когда а^М[Ъ]. Легко видеть, что S2(A7) —верхняя полурешетка, а 
Si(M) изоморфно решетке всех идеалов в S2(M).

Пусть М — простая арифметика, а порождает М. Тогда —ультра­
фильтр в <л<Д X - определяется следующим образом: рл/={Аело1|№=■ 
КА(я)}. Пусть, обратно р—некоторый ультрафильтр (л/, сс>. Положим 
Мр=< {/|/ел02, о}, о>, где А’ео определено так, что [Мр^Р(р,..., fn)

[ {.r| AaKP(f,(x),. . ., /„(rr)) }ep] • Легко видеть, что Мр — простая 
арифметика.

Так же как и в (2), мы обозначим множество всех ультрафильтров 
(всех неглавных ультрафильтров) в <л‘, cz> через 5^(л‘) (5^“(л‘)). Если 
p^St(nl), Щл.;. то /(р) = {Аел1 |/"‘(А) ер}. Определим отношения <0, = 
па ЗЦл1) следующим образом: рХд"^ (я/ел02) (/(?) =р); р=д^(Я/е 
ел02) (ЯАер) (/|А взаимно однозначна и /(р) =(?). Мы будем в основном 
изучать простые арифметики.

Лемма 1.1. Пусть М — счетная арифметика. Тогда существует про­
стая арифметика М-, такая, что ММ.

Лемма 1.2. Пусть М. К — простые арифметики. Пусть а порождает 
М, Ъ порождает К. Тогда МсхК^-рмаг^ркъ\ ММ.аК^>рМ<.оркь;

Арифметика называется минимальной, если любая ее собственная 
элементарная подмодель стандартна. Простая арифметика М называется 
равномерной, если (Мел,,,1) (АПАХлп1). Это эквивалентно тому, что 
(¥Аела2) ({z/| {х| (х, у)^А}ер^}^Па') для любого а, порождающего М.

С помощью методов из работы (3) легко получается
Лемма 1.3. Пусть card (о)'Ссо. Тогда существует 2“ неизоморфных 

минимальных равномерных арифметик.
Символом о* мы обозначим сигнатуру полной арифметики, т. е. о’—{—, 

X, и в о* содержатся символы для любого подмножества №. В работе 
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(2) показано, что из аксиомы Мартина следует существование бесконечно­
го множества неизоморфных минимальных полных арифметик.

2. Все основные определения и утверждения этого раздела взяты с не­
которыми изменениями из работы (2), где рассматриваются ультрафильт­
ры только в <2‘v°, <=>. Ясно, что в этом случае последовательность дискрет­
на ■<=>■ последовательность арифметична ■<=>■ последовательность равномер­
но арифметична. Легко видеть, что все утверждения, сформулированные 
для ультрафильтров, в силу леммы 1.2 переносятся на простые арифме­
тики.

Лемма 2.1. Пусть /ел'9,о. Тогда существуют А 4,..., Ак такие, что 

А^лА, « ОЧ>1)(/(Л4)ПЛ=0).

Лемма 2.2
1) (VpeS^n1)) (V/ело2) ((/(р)=р)^-({а:|/(2:)=ж}Ер));
2) (Vp, qeSt(n1))(p<oq&q<ap^p=q).
Если сформулировать 2) в терминах простых арифметик, то получится 
Теорема 2.3 (4). Пусть М — простая арифметика, ср: М-+М — эле­

ментарное вложение. Тогда ср — тождественное отображение.
Пусть X: Л?"-^<5Т(л'). Через X мы будем обозначать 

{p|pE^(n‘)&(vnep) (ЛеХ(О)}.
Пусть X: . Последовательность X называется дискретной

если найдется 1'-х такое, что (V/; (i => {ж | (х, i)eP & (х, =
=0); (Vi<=№) ({ж| (х, j) «=?}<sX(i)). Последовательность X называется
арифметической, если она дискретна и (VHen1) ({г|ЛЕХ(^)}ел‘). 
Последовательность X называется равномерно арифметической, 
если она дискретна и О'/Н=л2) ({(г, /) | {х\(х, ;)еЛ}еХ(г)}ел2).

Ультрафильтр р назовем равномерным, если Мр — равномерная 
арифметика.

Пусть X — арифметическая последовательность и peSt (л1). Опреде­
лим S(X, р) = {Лел1| {j|4eX(i)}ep}, Й(X, р) = {Пел11 (VBep) (Яге<=Л) 
(ВеХ(п))}.

Лемма 2.4. Если X — арифметическая последовательность, peSl (л1), 
то:

1) 2(Х,р)еХ;
2) peX=>Q(X, р) ^St (л1);
3) реХ=>2(Х, й(Х,р))=р;
4) Q(X,S(X,p))=p;
5) S(X, р) sran (X) — главный ультрафильтр-,
6) если X — равномерно арифметическая последовательность, р — рав­

номерный ультрафильтр, то S(X, р) — равномерный ультрафильтр-,
7) р~<05(Х, р);
8) р равномерный и p^q^q равномерный.
Пусть р, qeSt(л1). Определим отношение p>q так, что p>q тогда и 

только тогда, когда существует равномерно арифметическая последова­
тельность X такая, что p=S(X, q).

Теорема 2.5.
1) p>q & q>r=>p>r.
2) q<p &r<p=>q<r\/r<q\/r=q.
3) p>q=>^(p=q).
Пусть peSt®(л1). Мы скажем, что р — рамсеевский ультрафильтр, если 

для всякой /ело, в3 такой, что /: {(х, у) \х<у] {О, 1}, существует Лер та­
кое, что /1 {(ж, у) | х<у & хеА & уеА} — постоянная.

Лемма 2.6. Пусть М — минимальная равномерная арифметика, а по­
рождает М. Тогда рма — рамсеевский ультрафильтр.

Если X — арифметическая последовательность, М — простая арифме­
тика, а — порождающий элемент М, то определим S(X, М, а) =М11Х_ ..м";.
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3. Пусть М — некоторая арифметика, М^М. Мы скажем, что М, кон- 
финальна М, если (Vх^М) (Яу^М,) (Мьрр>х'). Подструктура М, макси­
мальна в М, если М,^=М и для всякой арифметики М,-<М такой, что

имеет место [МММ2]=М.
Лемма 3.1. (5). Пусть арифметика М такая, что М'^М,, М>~Мг, М,— 

простая арифметика, М,, М2 конфиналъны М. Тогда Мф\М2 конфиналъ- 
на М.

Теорема 3.2. Пусть о — некоторая сигнатура такая, что card (о)^и> 
или о=о* и существует бесконечно много попарно неизоморфных простых 
полных минимальных арифметик. Пусть /(=л0, Л Тогда существует равно­
мерно арифметическая последовательность Xf: N''-^St(M'), удовлетворяю­
щая следующему условию: если взять произвольную простую арифметику 
М с порождающим элементом а и положить M1=Tl(Xf, М, а), то:

1) существует такое, что МДа]=Л/, Л£Да] максимально в
и не конфиналъно Мр,

2) (V^1)(37EM1[a])(Af1[a]n#1[p]=Jf1[y]^1[/(a)]);
3) (vPi, p2e^i) (Л/Д^Д^Л/Да] & Д/Д [а]&-1Л[а]Г|Д/ДЗД^

=>Л7 Да] Ш, [[}2][ РД ^М, [р2]);
4) (V^ еЛ/Да]) (Я^е-Л/Д (Л/'Ду]=Л/'1[/(а) ]=^Л/Ду]=Л7'1[р]ПЛ/Да]& 

АЛ/Д^^МДа]);
Следствие. Пусть условия теоремы 3.2 относительно а выполнены. 

Пусть S — некоторая конечная дистрибутивная решетка, Мо — произволь­
ная минимальная арифметика. Тогда существует кортеж простых ариф­
метик Мо, И,, ..., Mk такой, что Mi+i=T1 (ЛД, М,, а,) для некоторого fi^n^ а 
и а,, порождающего Mt, и St (МА) =S. Причем из теоремы 2.6 работы (2) 
следует, что количество таких неизоморфных Mh не меньше количества 
минимальных арифметик.

Следующая теорема накладывает некоторые ограничения на решетку 
&(>)•

Теорема 3.3. Пусть М=(М°, о) — некоторая простая арифметика, где 
о — некоторая сигнатура. Пусть а порождает М и для некоторого /ело,л 
арифметика M'=M[f(a)] максимальна в М и не конфинальна М. Тогда:

1) {М'Ш11 М,<М&МрРМ'} - фильтр в St (М').
2) (VMt, Мг) (Mt^M&M2^M&Mt<ZM'&MZ^M'&М1ПМ'=>М2ПМ'=*- 

^М,=>М2);
Следствие. ПустьМ — простая арифметика, а порождает М, /ело.о’ 

M[f(a) ] максимально в М и не конфиналъно М, 51(7Й[/(а) ] — дистрибу­
тивная решетка. Тогда St(M) дистрибутивна.

В некоторых случаях, для того чтобы установить некопфинальность 
Л/[/(а) ], можно воспользоваться леммой 3.1.

В работе (е) показано, что если card (о)<ю, то для любой дистрибу­
тивной решетки S существуют простые необходимые и достаточные усло­
вия, позволяющие установить, существует ли арифметика М такая, что 
>S'1(Tf)=S. Однако можно показать, что для любой сигнатуры о, card (о)=^ 
=Со), существует счетная арифметика М такая, что St{M) недистрибутивна.

4. Теорема 4.1. Пусть {М, о> — минимальная, равномерная арифме­
тика, Р — некоторое отношение на №, Рп-местно. Тогда 1) эквивалент­
но (2):

1) Р можно продолжить на М так, что (М, oU {Р} >>HVoU{P);
2) Р^лТ.
Теорема 4.2. Пусть Р — некоторое отношение, определенное на N", 

<М2,о>, и <Mt, об {Р} > — такие арифметики, что <М2, оУХМ, о> и <Ми о> 
конфиналъно <.М2, о>. Тогда Р можно единственным образом продолжить 
на М2 так, что <М2, oU {P}y>~<.Mi, oU {Р}>.

Пусть М=<.М°, о> — некоторая структура. Мы скажем, что структура 
М*=<М°, щ> определима в М, если для любого Рен, отношение [Л/'fc 

. .. ,хп) ] формульно в М.
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Теорема 4.3. Пусть о — некоторая сигнатура такая, что card (о)=С<>'>. 
Тогда существуют арифметики М и М* с сигнатурой о такие, что: .

1) М" определима в М;
2) М элементарно вложима в М";
3) М и М' неизоморфны.
Теорема 4.4. Пусть М — нестандартная арифметика, а^лм\ а бес­

конечно. Пусть г — некоторое двухместное отношение, вполне упорядочи­
вающее а. Тогда гТ=л-.г.
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