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Пространством с инвариантной мерой будем: называть всякую четвер­
ку (X, G, S, р), где X — произвольное множество, G — некоторая группа 
перестановок X, S- G-инварпантное о-кольцо частей X, являющееся по­
крытием X, р—G-инвариантная мера па А. Таким образом, тройка 
(G, S, р) есть структура определенного рода на паре (X, R), причем X 
берется как основное базисное множество, a R — действительная пря­
мая — выступает в роли вспомогательного базисного множества (см. (')).

Пусть (X, G, S, р) — пространство с инвариантной мерой Y—р-изме- 
римое, относительно р почти G-пнвариантное подмножество X (т. е. 
(Vg) AY) =0). Отображение рг: Z->p(Zr)F), ZeS, назо­
вем частью меры р, ассоциированной с Y. Говорим, что часть рг есть эле­
мент р, если выполняется следующее условие: для каждого Z’mS 
с py(Z)>0 существует последовательность (gn)neX преобразований из G 
такая, что р(У\ Л g„(Z))=0.

Пусть pi и р2 — два элемента р, ассоциированные соответственно с У! 
11 У2. Тогда ц(У!ДУ2)=0 пли р(У1ЛУ2)=0. Очевидно, далее, что для лю­
бой инвариантной меры р найдется семейство (py{)<ei элементов р, кото­
рое удовлетворяет соотношениям:

a) (Vi) (iE/=>p(y,.)>0),
b) (Vi) (V/) ({i, /}<=/&г^7=>р(У<ЛУ})=0),
c) (УУ) ((УенД&р(У)>0 & ру — элемент р) => (Si) (ieZ & р(У,АУ) = 

=0)).
Отметим, в частности, что множество индексов I может быть и пу­

стым. Если р—о-конечная мера, то, как легко видеть, Card/=CX0. <
Предположим, что для инвариантной меры р имеет место равенство 

р=2)рУ{, где (ргД,е1 — указанное выше семейство элементов р. В этом 
iel 

случае р называется разложимой мерой (см. (2)). При p=V= рУ{ р на- 
ген Г

зовем неразложимой мерой. Наконец, скажем, что р вполне неэлемен­
тарна, если всякий элемент р представляет собой постоянное отображение 
в {0}.

Определенный интерес вызывает вопрос о существовании нетривиаль­
ных (т. е. принимающих более чем значений) вполне неэлементар­
ных мер в эвклидовом пространстве Еп, наделенном группой ЗТ)п всех 
его изометрических преобразований.

В настоящей статье приводится один способ построения такой меры.
Предложение 1. Пусть иТН, ф — начальное порядковое число 

мощности континуума, а — кардинальное число, не меньшее п и не пре­
восходящее 2Кс.

Тогда найдется разбиение (Х5)5<ф пространства Еп, для которого спра­
ведливы следующие соотношения:

1) (П) (VT) ((^<ф & Г — гиперплоскость в /?„) Card (XsАГ) = ос),
2) (v|) (VT) ((|<ф & F — замкнутое подмножество Еп со строго поло­

жительной борелевской мерой) =r-Card (FAX\) =2Х”).
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Доказательство этого предложения легко получается- двойной транс­
финитной индукцией. Беря а=п, в частности, имеем следующее утверж­
дение. • .

Лемма 1. Произвольная замкнутая часть Еп строго положительной 
.лебеговской меры содержит континуальное множество точек общего по­
ложения.

Утверждение леммы можно доказать и непосредственно индукцией 
по ге, применив теорему Фубини.

Лемма 2. Е.сли м^1, ср — начальное ординальное число мощности 
континуума, (gf) 5<(? — инъективное семейство всех движений Еп и 
(Л)6<, — класс борелевских подмножеств Еп строго положителъной меры, 
то существует семейство (^-s)s«p точек пространства Еп, которое обладает 
-следующими свойствами-.

1) (W(B<<P=>Card(FEn(U КН =2^').
£<ф

2) для каждого £<ср пусть Gt — группа изометрических преобразова­
ний Еп с системой образующих (g$YiSit, a Gl(Y) — объединение орбит эле­

ментов У относительно G-(Yc:En). Тогда верны соотношения

U W)=^ и (j^Gi&g^G!i&f^g')^f(xi)^g(xi).

Здесь тоже доказательство проводится методом трапсфинитной ин­
дукции.

Исходя из леммы 2, легко убедиться в существовании семейства 
(ХЕ)6<Ф частей Еп, служащего покрытием пространства Еп и такого, что 
при любом £<ф Х% есть /„-массивное множество (/„ — мера Лебега в Еп). 
при пересечение Xi с некоптинуальпо и для всякого движения g
ср-пос-ледовательность (g(X5))E<9 получается из (Х?)Е<Ф перестановкой 
членов (Х6)Е<Ф. Достаточно, например, положить X.=gi(IJ {.rj).

£<ф

Обозначая через Ln класс подмножеств Еп, измеримых в смысле Лебе­
га, рассмотрим счетпо-аддитивный, ^„-инвариантный класс Ф частей Е.„ 
вида (J (Х5ЛУ5), где У-; принадлежит L„(g<cp) и CavdX\(YfY'p)^ 

£<Ф
Определим отображение X: Ф-*// с помощью равенства 

Х( U (ХЕПУЕ)) = S Если /У"(£„)—множество всех некоптинуаль-
5<Ф 5<Ф

ных подмножеств Е„, то функция К единственным образом продолжается 
до ^„-инвариантной меры X, задаваемой на о-алгебре, порожденной 
фи/У(Е„), с условием, что для произвольного у^£Г(Еп) выполняется 
соотношение X (У) =0.

Ясно, что построенная мера X не является о-конечной.
Пусть Ху —элемент, ассоциированный с частью У пространства Еп. 

Тогда очевидно, что либо Х(У)=0, либо Х(£'„\У)=О. Но множеством 
XEClZ, где Z^Ln и /„(Z)>0, нельзя исчерпать Еп посредством счетного 
семейства движений. Отсюда вытекает

Предложение 2. Мера К вполне неэлементарна.
В общем случае, имея пространство (X, G, S, р) с G-инвариантпой 

мерой р, группу G'cG назовем массивной, если для каждого х=Х орбита 
х относительно G' представляет собой р-масспвпую часть X. Допустим, 
что мпожество классов интранзитивности массивной группы G' песчетно, 
а сама G' есть нормальный делитель G. Тогда способом, аналогичным 
приведенному выше, мере р можно сопоставить вполне неэлементарную 
меру р,, инвариантную по отношению к преобразованиям из группы G.

Заметим однако, что при п^2 2)п не содержит массивного нормаль­
ного делителя с несчетным числом орбит. Этим и объясняется сравни­
тельная сложность построения нетривиальной /25„-инвариантной вполне 
неэлементарной меры в Еп.

298



С другой стороны, для любого кардинального числа а, удовлетворяю­
щего соотношениям N о^а^2Хо, существует массивный нормальный де­
литель в группе .591 (соответственно в группе Тп параллельных переносов 
Еп), мощность множества классов интранзитивности которого равна а.
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