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О ГИПОТЕЗЕ ХАРДЕРА

Пусть А — некоммутативное тело конечной размерности т~ над цент­
ром к, Nrd — приведенная норма А над к (см. (\ 2)). Через SL(1, А) обо­
значается подгруппа мультипликативной группы А*, состоящая из элемен­
тов с единичной приведенной нормой, т. е. SL(1, А) = (ж^А |Nrd (а:)=1). 
Другими словами, SL(1, А) — «одномерная» специальная линейная груп­
па над А. Проблема изучения структуры группы SL(1, А) имеет важное 
значение как с точки зрения разнообразных применений, так и в соответ­
ствии с классическими традициями в теории групп. Однако в настоящее 
время мы располагаем очень незначительными сведениями о строении 
группы SL(1, А) даже для наиболее употребительных полей, не говоря 
уже о произвольных полях к, для которых изучение SL(1, А) представ­
ляется пока нереальным.

Наиболее естественным классом полей к, для которых выяснение струк­
туры SL(1, А) играет важную роль, является класс локальных полей 
(т. е. полных дискретно нормированных полей) с совершенным полем 
вычетов к. Если к тому же когомологическая размерность к (см. (3)) не 
превосходит единицы, cd (7с) ^1, то для таких полей к Хардером (4) вы­
сказана интересная гипотеза: если /’ — нормальный делитель SL(1, А), 
порожденный максимальным тором Т, соответствующим неразветвленному 
максимальному подполю L<=A (т. е. 7’=SL(1, А) ПТ=(жеТ|NL/k(x) =1), 
где NL/k — символ нормы L над к), то F=SL(1, А). Отметим, что А всегда 
обладает неразветвленными максимальными подполями (см. (s), гл 12).

Основной целью настоящей статьи является доказательство гипотезы 
Хардера, причем в более общей ситуации. В действительности, условие не- 
разветвленности L оказывается необходимым для совпадения F и SL(1, А). 
Попутно устанавливается, что для рассматриваемых полей каждый эле­
мент группы SL(1, А) есть произведение не более Двух коммутаторов 
группы А*, в частности, SL(1, А) = [А’, А‘] (гипотеза Таннака — Артина: 
см. (5, 6)). Это обобщает результат Ванга (7) для поля р-адических чисел.

Если v — дискретное нормирование к, то существует, притом единст­
венное, нормирование v' тела А, продолжающее и. Оно определяется так: 
VgeA z/(6) = [y(Nrd б) ]l/m.

Через £}д обозначим кольцо целых элементов А, $ — простой идеал £ц, 
А=£ч/$ — тело вычетов, л — простой элемент в Т- Для всякого беОд через 
6 обозначается образ в А. Заметим, что SL(1, А)<=£>д*. Для произвольного 
максимального подполя обозначим 71b=SL(l, А) ПЛ.

Теорема 1. Если тело вычетов А коммутативно, то нормальный де­
литель Fl группы SL(1, А), порожденный TL, тогда и только тогда совпа­
дает с SL(1, А), когда максимальное подполье L неразветвлено над к.

В частности, если cd(A)=s4 (к — поле вычетов к), то тело вычетов А 
коммутативно и гипотеза Хардера справедлива, причем условие нераз- 
ветвленности L необходимо. _

Теорема 2. Если тело вычетов А коммутативно, то всякий элемент из 
SL(1, А) есть произведение не более двух коммутаторов группы А*, в част­
ности, SL (1, А) = [А‘, А*].
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Замечание 1. Если тело вычетов А=©деф некоммутативно, то тео­
рема 1, вообще говоря, не верна. Вопрос о справедливости тоермы 2 в 
этом случае остается открытым.

Доказательства теорем опираются на два следующие утверждения, 
имеющие и самостоятельное значение.

Предложение 1. Пусть Z — центр тела А.
Тогда Z — циклическое расширение к степени е, где е — индекс ветвле­

ния А. Если А — коммутативно, то тело А циклично над к и все неразвет- 
вленные максимальные подполя А цикличны и сопряжены.

Предложение 2. Пусть Q — конечное сепарабельное расширение 
произвольного поля Р.

Тогда существует такой элемент что 2Va/p(co0) =1 и P(co0)=Q.
Замечание 2. Легко видеть, что условие сепарабельности й сущест­

венно. Если, например, Q чисто несепарабельно, то 7VC/P(co) =1м^ю=1. 
Из доказательства предложения 2, которое довольно необычно, будет сле­
довать более любопытное: все зависит от того, будет ли й(1) = (же 
eQ|2V2/p(a;) =1) задавать Р-определенное многообразие.

Доказательство предложения 1. Ограничимся основным слу­
чаем, когда А коммутативно. В общем случае рассуждения совершенно 
аналогичны. Тогда A=Z и хорошо известно, что [А:й]=т. Если л —про­
стой элемент ©А, то отображение ср: индуцирует ^естественным
образом автоморфизм ф: А-»-А, ибо лЧЗл_1=$. Цикличность А над к экви­
валентна, как нетрудно видеть, следующему: ф'ЧМ, 0<d<m, т. е. авто­
морфизм ф имеет порядок т. Последнее утверждение мы и будем дока­
зывать. Используя разложимость произвольного тела в кронекерово про­
изведение тел примарпых взаимно простых индексов, можно редуцировать 
доказательство к случаю тела А примарного индекса: m=q\ где q — про­
стое число. _

Предположим, что <pd=l, Q<d<m. Тогда поле инвариантов М авто­
морфизма ф в А отлично от к. Пусть М содержит подполе R, над которым 
М циклично. Через о обозначим образующую группы Gal(M/R). Так 
как все конечные расширения поля к сепарабельны ввиду совершенности 
к, то из построения А и леммы Гензеля следует, что М, Лип поднимают­
ся соответственно до М, R, о, где М и R — неразветвленные подПоля А, 
причем М циклично над R и о — образующая группы G&\(M/R). По 
теореме Сколема — Нётер существует 6еА*, что 6ц6_1=о(ц) для всякого 
це.¥. Но б=ла6о , где 6D — единица £>д. Так как А — поле, то автоморфизм 

А, индуцируемый ф5а: x^-$&x§q~\ является тождественным. Так как фя® 
также индуцирует на М тождественный автоморфизм, то фб=б является 
тождественным на М. Противоречие. Следовательно, автоморфизм ф 
имеет порядок т и А циклично над к.

Теперь надо показать, что общий случай_действительно сводится к рас­
смотренному, когда М обладает подполем R. Обозначим через Г конечное 
нормальное расширение к, содержащее А. Пусть Sq — силовская д-под- 
группа группы Gal(r/A), 2 — подполе инвариантов Sq в Г. Очевидно, что 
(g, [S: fc])=l. Тогда поле AS обладает башней подполей с циклическими 
этажами степени д, проходящей через MS. Значит, MS обладает истин­
ным подполем R, над которым оно циклично, S поднимается до нераз- 
ветвленного расширения S=>A:. Тело AE=A®S уже соответствует рассмот- 

ь
ренной выше ситуации, и автоморфизм ф^, индуцируемый простым эле­
ментом £)д2, в действительности является продолжением автоморфизма ф. 
Тем самым первое утверждение предложения 1 доказано. Остальные вы­
текают из него, так как неразветвленное расширние поля к определяется 
своим полем вычетов с точностью до ^-эквивалентности.
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Доказательство предложения 2. Обозначим Q(1>=KerNa/P. 
Прежде всего заметим, что 7,(й<1>)=й. Если поле Р конечно, то это сле­
дует из подсчета порядков. Для бесконечного поля Р рассуждение менее 
Стандартно: надо считать размерности алгебраических многообразий. 
Так как Q — сепарабельное расширение, то Q(1) задает естественным об­
разом Р-определенное алгебраическое многообразие, точнее Р-определен- 
ный алгебраический тор. Так как £2(1) унирационально над Р, то dimPQ<1> = 
=deg (Й/Р) —1 и jP(Q(1))=Q, ибо dimPZ)<deg(Q/P)—1 для всякого 
истинного подполя D^P.

Если Р — алгебраическое расширение конечного поля, то ввиду конеч­
ности [Q:P] достаточно рассмотреть случай конечного поля. Но тогда 
й(1> — циклическая группа и в качестве <о0 можно взять ее порождающий 
элемент.

Пусть теперь Р не является алгебраическим расширением конечного 
поля. Тогда всякий P-определенный тор обладает над Р плотными цикли­
ческими подгруппами (см. (9)). В частности, в й(1) существует элемент 
«•о, порождающий циклическую подгруппу, плотную в топологии Зарисско- 
го. Так как поле Р(и0) замкнуто в Р-топологии Зарисского, то Р(и>0) = 
=Р(Й(1>) =й. Предложение 2 доказано.

Доказательства т е о р е м. Для всякого &sz\'1) = (жеД / N^/n{x) = 
=1) существует такой элемент «eSL(l, А), что а—Ъ. Это следует обыч­
ным образом из леммы Гензеля, если учесть, что для неразветвленного 
максимального подполя L поле вычетов £=Д и при a^L всегда Nrd(a) = 
—Nl /к (я) (я) •

Если максимальное подполе L разветвлено над /с, то />ХД. Тогда, как 
и в предложении 2, нетрудно видеть, что 7’лХА111. Пусть 0L — канониче­
ский прообраз TL. По построению, EL^0LnSL(l, А), причем 0bDSL(l, А)^= 
=/=8Ь(1, А), так как SL(1, Д)эД(1>. Следовательно, Fl=/=SL(1, А).

Пусть теперь L — неразветвленное максимальное подполе А. Тогда 
£=А и по предложению 2 существует такой элемент 0e7’t=L<1), что 
Р=/с(0), Л=Д=й(0).

Для произвольного элемента aeSL(l, А_) рассмотрим b=aQ. Тогда 
А(Б)=А. Действительно, если Л(Б)^=Д, то А=й(а)Л(Б) и группа_ Галуа 
GaI(A/k)Q.Gal(k(b)//A)XGaI(A(a)/к), что невозможно,ибо GaHA/fe) — 
циклическая группа порядка т. Так как й(Б)=Д, то к(Ь) — неразветвлен­
ное максимальное подполе А. Из предложения 1 вытекает, что к(Ь) и L 
сопряжены в А. Значит, существует такое беД*, что b^bTLb~l. Но L 
циклично над к, поэтому всякий элемент TL есть коммутатор в А‘. Это 
немедленно следует из теоремы 90 Гильберта: если t^-TL и ст — образую­
щий элемент группы Gal(L/k), то ^=ст(ж)ж-1 для некоторого x^L', по 
теореме Сколема — Нётер 3geA‘, что о (х) =gxg~', значит, t=gxg~ix~i. 
Ясно, что b также является коммутатором, поэтому а=Б0-1 всегда пред­
ставляется в виде произведения двух коммутаторов. Тем самым доказана 
теорема 2.

Для завершения доказательства теоремы 1 достаточно показать, что 
всегда можно выбрать 6^SL(1, А), т. е. перазветвленные максимальные 
подполя А сопряжены посредством элементов из SL(1, А). Так как А — 
циклическая алгебра, то можно считать, что nLn~l=L, в частности, со­
прягающий элемент б можно выбрать в £)д*. Существует такой элемент 
a^L, что а=б, поэтому б=та, где т=1 (mod л). Так как при умножении 
6 справа на элементы из L* он остается сопрягающим, то выберем по 
предложению 2 в качестве а такой элемент из L*, что NL/h(a) =i и 
L=k(a). Ясно, что L=A=fc(a), где 7Уд/й(й)=1. Как уже отмечалось 
выше, к (б) =Ф — неразветвленное максимальное расширение к.
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Nrd(6) =Nrd(ra) =Мф/Дта) =2Va/s (та)= 
=-Vx/s(fa)=7Vx/s(a)=l, т=1(!).

Следовательно, Nrd(6) = 1 (modр), где р — простой элемент JD*. Тогда 
существует такой элемент что NL/k(y) =Nrd(6) ((8), стр. 90). Но
М./Д7) =Nrd("f), поэтому Nrd(67_1) =1 и 61=67-' — сопрягающий элемент. 
Теорема 1 полностью доказана.

Отметим, что из теоремы 1 следуют новые факты о слабой аппроксима­
ции в алгебраических группах над дискретно нормированными полями 
(см. (4)). Было бы весьма интересно получить аналог теоремы 1 над алгеб­
раическими числовыми полями к. Существует гипотеза о простоте 
SL(1, Д) (*°), которая пока неприступна даже для тела кватернионов.
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