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* Работа выполнена под руководством Е. П. Долженко. Ему и А. П. Буланову 
автор выражает свою искреннюю благодарность за помощь.

** При z=t получаем лемму 1 работы (5), которая, в свою очередь, является ана­
логом леммы 1 А. П. Буланова (6).

(Представлено академиком В. С. Владимировым 20 VI1974)

Вслед за работой А. Лебега (‘), вскрывшей особую роль функции |ж| 
в теории приближения непрерывных функций полиномами и рациональны­
ми функциями, появились работы Ш.-Ж. Валле-Пуссена, Д. Джексона и 
С. Н. Бернштейна, посвященные оценкам скорости убывания наименьших 
равномерных уклонений Е„(|х|, [—4, 1]) функции |х| от алгебраических 
полиномов степени не выше п. В результате был найден точный порядок 
убывания ЕД |z|, [—1, 1]):

ЕДМ, [-1, 1])Х1/п.
Для наименьших равномерных уклонений ЕД | я |, [—1, 1]) функции 

| ж | от рациональных функций степени не выше п в 1964 г. неожиданные 
оценки получил Д. Ньюмэн (2): (

’/2 ехр(—9Уи)<Е„(|х|, [ — 1, 1])<3 ехр(—Уп).

Вслед за этим начали появляться работы, в которых результат Ньюмэна 
успешно применялся для получения так называемых прямых теорем тео­
рии аппроксимации рациональными функциями со свободными полюсами 
(таких теорем до появления работы Д. Ньюмэна просто не было).

Эти оценки были уточнены А. А. Гончаром (3):

ехр {—л(у2+е)Уп}<ЕД |.г [ — 1, 1])<ехр {—’Дл(У2—е)Ул} 

для любого е>0 и п>га(е).
Существенное продвижение в нахождении порядка убывания ЕД| х |, 

{— 1, 1]) было сделано А. П. Булановым (4):

ехр {—лУи+Ц^ЕД |.г|, [—1, 1])<ехр {—лУп(1—О(п~'и))}.

В работе (5) оценка_сверху для ЕД |я|, [ — 1, 1]) усилена до Rn( |ж|, 
[—1, 1])<Апехр {—л^п}, A=const>0. Ниже эта оценка усиливается до 
Е„(|л:|, [—1, 1]) <С ехр {—лУге}, C=const>0; вместе с оценкой А. И. Бу­
ланова это позволяет высказать следующее утверждение.

Теорема. Rn(|х|, [—1, 1]) Хе_я/’*.
Приступаем к доказательству оценки сверху.
1°. Лемма 1**.  Пусть f>2, g=exp (—1/t), z^2, v целое, v^tlnz. 

Тогда справедливо неравенство

л=о
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(2)

1 2s—1 // /2s—1\ / 2s—1\\
л'~~21£ (2^i)-" i AM—rejtp(~—))■(2s—l)2 t

5 = 1

2Щ Л 9 1VI 2s— 1---------- ------ - 
(2s—1)---- t

S=1

Для оценки величин Ai, Л2 нам понадобятся два неравенства:

1 7 dz
------------ < 2t -------- :---- . =

(2s—I)2 2/(](2г-1)2

(3)

Л pf
1—0,06гг<ж/(ехр(.г/2)—exp(—z/2)) = <p(a?) (<1), 0<ж<4. (4)

Последнее неравенство доказывается так:

<р«-*/( 2Ёт^рт(А) )-«Ч1+9),

1 ,

k=0

х'л~2 £Л-2°° г2.1?-2 -22- Z2fe_2 4

у^х2^1---------------< а:2 У1 - ------------ — = —(sh2—2)х2<0,06а:2;
J (2/с+1)!22й 2==J (2/с+1)! 2 32

А = 1 k=l

так как 1/(1+р)>1^р (г/>0), то отсюда следует (4).
Оцениваем At. Используя неравенство (4) (при x={2s— 1 )/1), равенст­

во 1~2+ . .. + (2s—1)_2+ . .. =л2/8 и неравенство (3), имеем

=-2i(—- У  ----- --------- 0,06 — ) <- —i+0,43+0.24. (5)
\ 8 2-i (2s—I)2 t / 4

.9 = 21 t] + i

Оцениваем A2. Поскольку -v>£lnz, то V=exp (—v/t) <exp (—lnz) = 
=l/z; отсюда и из неравенства <р ((2s—l)/i) <1 имеем

<2tlv (l+‘/9g2v+Vv (л78—1)) <2,1 -t/z. (6)

В силу неравенств (2), (5), (6) утверждение леммы доказано. 
2t7C(6io зпач е тт п я. Пусть п0 — фиксированное целое число, п целое, 

п>^0, т=[п~1 fti 'I м<1]. г=[2Утг+1].
I ’............ "
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Положим т=т(/) =[1п(1/Л()/4(], mr^t^n—n0;

At =
' л(1—1/е)/(27п)-,
л(1-1/+)/(21М,
л/(27ra—i),

£=О,1,..., 2r—1, 
(1+i) r^i< (2+i) r, 
t=mr,..., n—1.

m—2,

Положительные абсолютные константы, вообще говоря разные, будем 
обозначать одной и той же буквой С.

3°. Л е м м а 2. Справедливы неравенства
А2г+ .. .+А,+пг/{2А1+^>лУп—С, тпг^Кп—п0; (7)

(л2/4—2,1/ег+1)/Л(2+.)г+л7(4Л2тг)>лУгс+1пп—С, 2; (8)
At_k+ .. . +Л+а<(27с+1)Л((1+С34(), Q^k^x(t), x(t)^t^n—n0. (9) 

Доказательство. Легко видеть, что
!/2л (1/Уп+ .. . + 1/'Уга—i+27ra—i—1) >лУга—С, O^i^ra—1; (10)

11—х>1 —‘/2ж—Сх\ |ж|<‘/2. (11)
Докажем неравенство (7). Заменим величины At при t^mr их выра­

жениями через п и t, тогда неравенство (7) будет следовать из (10), 
так как сумма оставшихся величин А2г+ ... +Лтг^1>1/2Л (1/~Уп+ ... 
...+1/Уп—тг~'1~ С) при некотором С. Действительно, из определения 
следует, что Л2Г+ ... +Amr^1=nr(m~2— (1—e~m+2)/ (е—1))/ (2Уп) >^пг—С, 
тогда как V2n (1/Уга+ ... + 1/У?г—mr— 1) <л (fra—рга—mr) <mn+C.

х I ?kkL I = ц kk. И kk
1 Р (ж) I 11 ^j+x 11 rr+gj J=o .1=1+1

Отсюда и из неравенства (15)
Т р(~х) Т< kk ж~^+‘ < l-expc-'Mi+i) < , А <
I Р(х) I ®+В/+1 1+ехр(—7Л(+1) 2 (+‘

Доказываем неравенство (13). Сначала рассмотрим случай

Левая часть неравенства (8) равна величине
1/2лУга(1+(1—8,4/ (л2е) —8,4/ (л2е‘+1) )/е!) + ’/2л7гаУ1—2mr/ri>

>1/2лУга(1+С/е™) + 1/2л7п—С In п—ОлУга+1п п—С
при достаточно больших п.

Следующая цепочка отношений доказывает неравенство (9):
Л(-л+ ... */ 2л(1/у?г—£+7с+ .. . + 1/7га—t—А)<л(уга—tA-k+^lz— ■
—-tfn-t-k-k) =2 (2&+1) A J (71+(Ж/2)/(га-г) +yi-(/c+1/2)/(n-f)) < 

< (2АН-1) At (1+Ст2 (Z) / (ra-Z)2) < (2/c+l) At (1+CA.).
4°. Определим полином P(x) равенством

P(x) = L = exp{—(Ло+ ... +A — 2гЛ0)}. (12)

5°. Лем м а 3. Имеем-.
х\Р(—х) \/Р (х) <.Ce~:lJn при 0=С.т^1, (13)

| jP(—х) |/Р(х)<л/4 при .^„-tSgirsSl. (14)
Доказательство. Нетрудно проверить, что если 0<а<х<Ъ, то

Ь—х х—а
-------- .----------
Ъ+х х+а (15)

Очевидно, когда х совпадает с корнем полинома Р(—х), неравенства 
выполняются. Если же (g(.H, g/), то

(16)

л
4’’

(1+i)
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(2+i)r, i=l, 2,..., m—2. Из (16) следует неравенство

I P(~x) I < TT tt

I P(x) 1 11 §j+gi+i 11 £t+£ij=0 J=t+1
Разделим на числители и знаменатели в первой группе сомножите­

лей. Учитывая, что последовательность Af неубывающая, получим 
|(+1/^=ехр {— (Л+1+ ... +Л/+1)} >

>ехр {— (г+1—/)Л(+1}=ехр{—/c4f+1}>exp{— (A:+V2)H(2+i)r}, 
где величина к изменяется от 1 до г, в то время когда величина / изменя­
ется от г до 1.

Во второй группе проведем аналогичные преобразования и получим 
оценку

i 1 < гп ТТ 1~ехр{—(/с+1/2)Л(2+1-)г} 2 yf * 1—ехр{—(А:+У8)Лгтг}
I Р(х) 11 1+ехр{— (fc+V2) Л(2+{)г} 11 1+ехр{—(/с+'/гМгтпг) fc==0 fe—О

Одновременно правую часть умножили на величину, большую единицы. 
В рассматриваемом случае /+(1+г) r> (In е'н)/Л (г.,, r, 2mr—t—i>mr>- 
>ln(lM2mr)M2mr. Для завершения доказательства остается применить 
лемму 1 и неравенство (8).

В случае тг-АВАп—п0, полагая a=£(+1+ft, &=ф-ь, из равенства (16) и 
неравенства (15) получим

Если здесь выражение под знаком радикала уменьшится, то все произве­
дение только увеличится. Из неравенства (9)
?1+1+лЪ-ь=ехр {—(Л(„6+1+ ... +4/+l+ft)}>exp {— (2&+1) А„ , (1+СЛ/+1)}. 
Заменяя в последнем выражении х большей величиной gf=exp{— (Л2г+ . .. 
...++/)}, отношение ^i+l+k/^t-h — полученной оценкой, а потом, применяя 
лемму 1 и неравенство (7), докажем (13).

Наконец, рассмотрим случай хе [О, Из неравенства (7) полу­
чаем

х |Р(—х) | /Р (х) <x==£gn_„„<C exp ( —n]+), (17)
чем закапчивается доказательство леммы 3.

6°. Возьмем, подобно Д. Ньюмэну (2), рациональную функцию г(х), 
приближающую |х|, в виде х(Р(х)~Р( — х) )/(Р(х)+У>(—х)), где Р(х) — 
полином степепп п, определяемый равенством (12).

Р(—х)>0 для xe[0, поэтому (см. (17))
| х—г(х) | =х—г(х) ехр (— лУтг).

Дляхе[ё„-1, 1] имеем (см. (13) и (14))
, , I Р(—х) I I Р(—х) I _1 —

|х-г(х =2 х----—— ----- —— + 1 <2Се~я/,!-5.I Р(х) II Р(х) I
Так как г(х) при четных п имеет степень п. а при нечетных — степени 

п+1, то в любом случае при больших п будет
7?„(|х], [ — 1, 1])<Сехр (—лфп—1)<Ct ехр ( —л}+).

Заменив, если необходимо, постоянную С, большей постоянной, убеждаем­
ся в справедливости теоремы ггри всех п.

Следствие. /?„(Ух, [0, 1]) =/?2„ (|х|, [—1, 1 ]) Хехр(—л’|/2п). 
Московский государственный университет Поступило
им. М. В. Ломоносова 29 V 1974
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