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Пусть G — односвязная область комплексной плоскости, функция / 
аналитична в G и непрерывна в G. Тогда, как известно, при некоторых 
ограничениях на область G (см. (*~5)) функция / удовлетворяет условию 
Липшица с показателем а, 0<а<1, тогда и только тогда, когда найдется 
последовательность полиномов p„(z) степени таких, что

l/(z)-pn(z) l^cp1“+1/n(z), z^dG,
где р1+1/„ (z) — расстояние от z до Г1+1/п (см. ниже).

Оказывается, существует другое конструктивное описание аналитиче­
ских функций с липшицевыми (и более общими) модулями непрерывно­
сти: функция / удовлетворяет условию Липшица с показателем а, 0<а<1, 
тогда и только тогда, когда существует последовательность полиномов 
p„(z) степени и функций vn, аналитических в CG и непрерывных в 
CG таких, что

l/(z)-pn(z)-nn(z)Kcpr+1/n(z), z^dG. (*)
Доказательство соотношения (*) сводится к нахождению соответствую­

щих сопряженных пространств и установлению их изоморфности.
1. Обозначения и формулировки. Обозначения: G — 

односвязная область комплексной плоскости, OeG, T=dG, функция t= 
=q>(z) отображает CG на внешность круга {|t|>l} так, что <р(оо)=°о, 
функция z=ip(i) — обратная к ней;

Гя=1|)({|#| =#}), Z?>1, p(z)=dist(z, Г), pB(z)=dist(z, Гн);

АС (В) — множество функций, аналитических на В и непрерывных на В; 
и (а?) — положительная неубывающая непрерывная на [0, °°) функция, 
удовлетворяющая условиям ®(0)=0, ®(1)=1 и ® {cx)^clcat(x), х>0, где 
с^1 — любое положительное число, а с, — постоянная, не зависящая от с 
и х, о (/, х) — модуль непрерывности функции /; lk<ll<=AC(G) и Аш<= 
сАС (G) — пространства функций /, для которых соответственно

И (/, х) =0 (и (х)), и (/, х) =0 (и (z))

при £->-0 с нормой
|| f|j—sup Ю +1/(0) I;

na<=AC(G) и n^cAC^G) — пространства функций /, для которых сущест­
вует последовательность полиномов р„(/, •) степени Сге и функций 
г?и(/, - )^AC(CG) таких, что соответственно

|/(z) ~pn(f, z)-vn(f, z) |=o(ft)(p1+1/„(z))),

|/(z) -p„(z)-P„(z) | =O(® (p1+1/„(z)))
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при п->-<х> равномерно по геГ с нормой

Ц/ll =sup inf sup
n ?n’vn zsr

|/(z)-p„(z)-vn(z) I
<o(p1+1/„(z))

+ 1/(0) I.

Ограничения: А) Функция о) (а?) такова, что

f — dt+x f - dt^ca (x), x>0.
J t у v

В) Г — кривая с ограниченным граничным вращением (6). Тогда, как 
известно (6), имеет место формула

JT _jQ
ф'(О=ехр£ J log (1----- — jd|i(O)j, lil>l, (1)

— n

где p=p+—ц~ — конечная вещественная мера, удовлетворяющая условию
К

Je_ie dp(0)=O, ц(—л, л] =2. (2)
— Л

При этом, если G выпукла, то мера ц положительна, и наоборот, всякой 
положительной мере ц, удовлетворяющей условию (2), соответствует по 
формуле (1) некоторая однолистная функция ф, отображающая {| £| >4} 
на дополнение выпуклой области. Однолистность функции ф сохраняется, 
если р_(—л, л]Сл.

С) В обозначениях п.В) предполагается, что

dp-(0)=/c(0)d0, k(Q)^K.

Теорема. При ограничениях А), В) и С) пространство Ам изоморф­
но пространству Пи.

Замечание 1. Ограничение на функцию <в(я) обычно для обрат­
ных теорем. Ограничения на область по духу близки к ограничениям ра­
боты (3), но допускают также случай выпуклой области, как в теореме 4 
из (*). Заключение теоремы в «прямой» части слабее, а в «обратной» 
сильнее соответствующих результатов из (1_3).

2. Путь доказательства. Схема доказательства следующая:
1) описывается ZM’— пространство, сопряженное к Хш;
2) описывается ли*;
3) доказывается, что Хм’=лш*;
4) устанавливается, что АШ=ЛШ";
5) устанавливается, что Пт=лш‘*.
В результате из 3)—5) следует, что АШ=ПШ.
При доказательстве 1) вводятся функции

/л(з)
(£R-2)*+1

/(М,

где 7?>1, р — достаточно большое фиксированное число, a —
=ф(7?<р(£)).

Имеет место
Утверждение 1. Для всякой функции при ограничениях А), 

В) и С)
|/(z)-/R(z) |=o(®(pB(z)))

при 7?->1 равномерно по геГ.
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Применяя некоторые соображения Е. М. Дынькина (’), получаем 
Утверждение 2. Для того чтобы /еХо, необходимо и достаточно, 

чтобы существовала финитная непрерывная в CG функция

и такая, что

се ®
Из утверждения 2 следует
Утверждение 3. Имеет место изоморфизм 'KlC=Lw(CG'), где 

La(CG) — пространство функций F, аналитичных в CG с нормой
11Жш<сС) = JJ --■(P^--|F(g)|dqt,

где К — некоторый фиксированный открытый круг, содержащий G. 
Второй этап доказательства завершается описанием ли*.
Утверждение 4. Имеется изоморфизм na*=Sw(fiG~), где Sa(CG) — 

пространство функций F, аналитичных в CG с нормой

НЛва(с0)= J^inf J® (pi+2-»(z)) \Qn(z)+Hn(z) I |dz|,

11=0 Г
где полиномы

если функция

fe=0
вблизи точки z—oo, а инфимум берется no всем функциям IIn^El(CG), 
удовлетворяющим условиям

J zKHn (z) dz=Q, k=0,1,..., 2”.
г

Наибольшие аналитические трудности заключаются в третьем этапе, 
именно в следующем.

Утверждение 5. Имеет место изоморфизм La(CG)=Sa(CG). 
Четвертый и пятый шаги производятся довольно стандартным образом 

с использованием уже доказанных фактов.
Замечание 2. На всех шагах доказательства используются лишь 

следующие геометрические и аналитические свойства линий уровня Гл, 
которые получаются из ограничений В) и С):

1) в любой круг радиуса б попадает часть Г длины =Ссб;
2) если z=ty(t), t0=t/| £ ], z0=ip(£<>), то

p(z)XpH(z0)X(fl—1) |i]/(£) |;

3) существует а<1 такое, что при любых zt, з^Г, \zt—z2[>pJi(z1).r 
И>1, выполняется

рл(г2) / lz2-zj \ “
Pb(Z1) \ Pb(Zj) /
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Теорема остается в силе и при замене условий, более наглядных, В) и 
С), условиями (1), (2) и (3).
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им. А. А. Жданова 17 VI 1974
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