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ОТОБРАЖЕНИЯ МНОГОСВЯЗНЫХ ОБЛАСТЕЙ РЕШЕНИЯМИ 
НЕЛИНЕЙНЫХ Z-ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ

(Представлено академиком М. А. Лаврентьевым 8 VII 1974)

Рассмотрим нелинейную систему уравнений 

Fz(x, у, и, v, их, um vx, v,j) =0, i=l, 2, 

удовлетворяющую следующим условиям:
(I) она разрешима относительно производных их и иу:

—Vy—anUx+aizUy, vx=a2tUx+a^Uy, 

причем при 7l/=max|ln(«x—1иу) | <°° имеют место неравенства

М22 - 2 6 (Л7) >0,

||aij(z, w, й)||с1«г)<А(М)>°0,
где z=x+iy, w=u+tv, co=ln(wx—сщ), (z, w, co) е()=(О2ХОкХОи);

(II) система (1) эллиптическая, т. е. при V+i}2=l

(
dFt dF,
дцх ь + диу 11

dF2 , 9F2

dF, , dF, \
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■X— £+-7—9 / ovx dVy '
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(3)

(4)

Будем называть такую систему уравнений L-э лл и пт и ческой, а в 
случае, если 6 и N в неравенствах (3), (4) не зависят от М,— равномерно 
L-э ллиптической.

Другими словами, система (I) L-эллиптична, если она может быть запи­
сана в виде одного комплексного уравнения

w—q^z, w, со) wz— q2(z, w, со)гщ=0, |дц | +1 g2| ^qo(M) <1, (5)

и квазилинейное уравнение для функции со=1п (, полученное исклю­
чением из (2) производных их и vy,

сщ-цДг, w, co)coz-p2(z, w, <F)a-z=F(z, w, со), | щ [ +1 ц2| {М) <1, (6>

является эллиптическим (условие (II)), причем согласно (4)

(?<, Це, Fi) f=C(Q), | Ft (z, w, co) | (M) <°°, (7)
где w, co) выражаются через aih а щ и F=F^+Fzwz — через и их
производные по аргументам.

Уравнение (6) назовем производным нелинейного уравнения (5).
Заметим, что в силу условия (I) каждое обобщенное решение п+ш= 

=w(z), zeDz, L-эллиптической системы (I) осуществляет квазиконформное’ 
отображение области Dz. Нелинейные системы уравнений, обладающие т&- 
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ким свойством, изучались впервые М. А. Лаврентьевым (1_3), который ввел“ 
для них конструктивное определение сильной эллиптичности и доказал 
аналог теоремы Римана об отображениях односвязных областей. В даль­
нейшем эти результаты были обобщены в работах М. А. Лаврентьева и 
Б. В. Шабата (4, 5).

В настоящей работе устанавливается эквивалентность определений рав­
номерной А-эллиптичностп и сильной эллиптичности по М. А. Лаврентьеву- 
и доказывается разрешимость задачи об отображении многосвязных обла­
стей решениями таких систем.

Введем в каждой точке z, где якобиан дифференцируемого отображения 
w(z)=u+iv отличен от нуля, характеристики этого отображения 9Р, /Р, о?' 
и А” — параметры параллелограмма с вершиной в точке z, который главной 
линейной частью отображения iv=w(z) преобразуется в единичный квад­
рат, наклоненный под углом [3 к оси и. Здесь 0? — угол параллелограмма 
при вершине z, — длина прилежащей стороны, as -- угол ее наклона к 
оси х (прообраз р) и № — высота, противолежащая углу 0Р. Подставляя 
в уравнение (1) выражения производных их, иу, их и иу через характеристики. 
0s, р\ сА и /ге, приходим к уравнениям

Gi{x, у, и, v, 0?, /Л ар, /ip)=0, i=l, 2. (1*)

Справедлива следующая ;
Теорема 1. Для равномерной L-эллиптичности системы (1) необхо­

димо и достаточно выполнения следующих условий, составляющих опре­
деление сильной эллиптичности по М. А. Лаврентьеву:

1) при любых (Зе[0, 2л] и (z, w, (»)^Q система (1‘) в характеристи­
ках может быть представлена в форме

hs>=h(‘(x, у, и, и, р\ as), 0р=0р(ж, у, и, V, р\ ар),

где функции 0? однозначны и дифференцируемы в Q и удовлетворяют 
неравенствам

О<б<0&<л—б, бсд/^/др^сГ/б;

2) существует хотя бы одно Ре[0, 2л], для которого

д№
~df

dh°
~df'

Как было установлено Б. В. Шабатом (5) для систем уравнений,, 
не удовлетворяющих условию 2), аналог теоремы Римана об отображении 
может не иметь места.

Наметим доказательство теоремы об отображениях мпогосвязных обла­
стей решениями равномерно A-эллиптических систем уравнений. Посколь­
ку, очевидно, условия А-эллиптичности инвариантны относительно кон­
формных преобразований Z=Z(z)eC2(D2), W=W(w)eAJ2{Dw), то в случав' 
областей Dz и Dw с гладкой конечной границей можно ограничиться изу­
чением задачи об отображении заданной круговой многосвязной области.

Дг=-Ог°\ и DzczDz-, Dzh:\z—zk\< rh, k=0,1,... m, z0=O, r0=i,
R=1

на некоторую аналогичную область DW<=DW9: |zz?|<l при фиксированной 
нормировке

zp(O)=!p(1)-1=O. (8)

Чтобы задача об отображении круговых многосвязных областей Dz и О,, 
охватывала также и случай, когда прообразы их границ dDz, dDw при кон­
формных отображениях не обладают достаточной гладкостью или неогра- 
ничены, достаточно условие (7) А-эллиптичности заменить на следующее
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■ослабленное:
(дй щ, jF,)еС((+), |7?Дг, w, со) |=C2V0(e, М)<°°, (7*)

где Qf={(Dz\DF)XJJXXD,,}, a Dze — произвольная е-окрестность некото­
рого множества I'—dD,.

Системы, удовлетворяющие условиям (5), (6) и (7*) соответственно 
тому, зависят постоянные q0, ц» и No от М или нет, будем называть 
^’-эллиптическими или равномерно //-эллиптическими.

Теорема 2. Каждая равномерно Ь*-эллиптическая система уравне­
ний (1) допускает по крайней мере одно обобщенное решение

n+jz;=zp(z)en//(Dz)nW(7)zM/), р>2,

квазиконформно отображающее заданную круговую многосвязную об­
ласть Dz на некоторую аналогичную область Dw с нормировкой (8).

Рассмотрим определенные на множестве финитных на плоскости 
Е функций /(z) (2?), р>1, липейные операторы (6)

T(/|z)=—— JJ
я J J

Е

dT(j\z)
dz5

обладающие свойствами T(/1 z) (77), a=(p—2)/p, p>2, и 11511^=1. Вы­
берем числа p>2 и р'>1 из условия

q0||S|LPJ3/<1

и обозначим через Ж множество векторов q”={qi (z), q2* (z)} таких, что 

/(2)еЛ(йг), = ^(z)==0’ z^(^\^v),
р

|g4*(z) | + |g2*(z) ]=s£g0<l,

тде G'^DZ — фиксированная v-окрестность границы dDz. Пусть w=«?*(z)s 
eWr‘(Dz), ц>2,—квазиконформное отображение Dz на круговую много­
связную область Dw, удовлетворяющую линейному уравнению (5) с коэф­
фициентами д+(г), и условию (8). Такое отображение, как известно (7,8), 
существует. Приблизим коэффициенты уравнения (5) функциями 
<frv(z, w, a)^Cl(Q), равными нулю в окрестности Gv границы dDz, и, опус­
кая индекс v в обозначениях, отобразим квазиконформную Dz на D„ реше­
нием w=uX (z) линейного уравнения (5) с коэффициентами

g°(z)=g1[z, w*(z), co’(z)], <B’(z)=7’(f |z),

где f(z) ^Lp(E), p>2, /’(z)=0, |z| <1+6. Продолжим построенное
отображение w=w°(z)^WP2(Dz), p>2, до гомеоморфизма w=w°(z), 
(г+—z) ^WP2(E) плоскости E так, чтобы

q°(z) =wz°/wz0=0 при |z|>l+6, <?°(z)eC3 при z<£Dz.

Пусть /(z) — решение линейного сингулярного уравнения

/-Ц1" (Z) 6/-Ц02 (Z) 6/=F (z) , | |+С | + | p2° | =S|lo<l,

где jV(z) =щ[г, w°(z), co*(z)], F°(z)=F[z, w°(z), co*(z)], z^Dz, а при 
z^Dz функции щ°(г) и F°(z) определены как коэффициенты уравнения, 
производного уравнению Бельтрами wz—q^z) wz=Q.
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При каждом фиксированном g*(z)e5? решение /(z)eLp(A’6) последнего 
уравнения порождает преобразование

/=Я°(Г, qF, q2')
■фиксированной сферы 31: ||/||м(A-5)<TV в себя.

Рассмотрим определенное на множестве (91X2)?) преобразование R:

U, qt, q2)=R(f, qF, q2*), R=(R°, Rl, R2),
удовлетворяющее условиям теоремы Шаудера, где

R‘=qi[z, w” (г), &* (z)], i=l,2.

Неподвижной точке этого преобразования соответствует решение сле­
дующей квазилинейной системы уравнений на плоскости Е:

Wz—qiwz—q2Wz=0, сщ— p,iwz—ViM-^Fo+Fiiv^ (9)

где щ и F< — функции аргументов z, w, со и qi=[ii=Fi=Q при | z | >1+6.
По построению гомеоморфизм w=w(z) плоскости Е отображает об­

ласть Dz на круговую многосвязную область Dw с нормировкой (8). Спра­
ведливо следующее утверждение.

Лемма. Пусть w(z), co(z) — решение системы уравнений (9), второе 
из которых является производным уравнением первого, удовлетворяющее 
условиям нормировки (8) и обладающее свойствами

{»(z) — z}eH'7(£), co(z) р>2.

Тогда при всех z=E выполняется равенство со(z) =1п(гщ+гщ), т. е. 
функция w(z) является одновременно и. решением нелинейного уравне­
ния (5) с коэффициентами qt=qi[z, ш, 1п(и?г+ж) ].

Таким образом, в случае, когда коэффициенты qT уравнения (5) финит­
ны в Dz, теорема 2 доказана. Выделяя далее из компактной в Ca{Dz), 
а=(р—2)/р, последовательности отображений w=wv(z), соответствующих 
qT, сходящуюся в Dz подпоследовательность, получим в пределе искомое 
отображение w=w{z}sz {1У/ (Дг) nWP2(Dz0)}, Dz°czDz, удовлетворяющее ис­
ходному нелинейному уравнению (5) — комплексной форме /^-эллиптиче­
ской системы (1). Доказательство теоремы завершается исследованием 
дифференциальных свойств полученного отображения вблизи участков гра­
ницы области Dz, не лежащих на особом множестве TczdDz.
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