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Настоящая работа посвящена вопросу асимптотического поведения ре­
шений эллиптического уравнения с растущими коэффициентами в прост­
ранстве Rn. Ранее такими вопросами для эллиптических уравнений с коэф­
фициентами, не зависящими от хп, занимался П. Д. Лакс (*), продолжили 
изучение таких вопросов С. Агмон и Л. Ниренберг (2) для уравнения вида

1 du

в банаховом пространстве с ограниченными коэффициентами. Аналогич­
ными задачами для уравнения *

P(D) u+TQ(x, D)u=O,

где Р (D) — эллиптический оператор порядка 2т с постоянными коэффи­
циентами, Q (х, D) — дифференциальный оператор порядка не выше 2т с 
финитными бесконечно гладкими коэффициентами, занимался Л. Ши­
мон (3).

Итак, пусть нам задано линейное дифференциальное уравнение с част­
ными производными в пространстве Rn с гладкими коэффициентами

£и=/, (1)
где

Lu = У1 aa(x)Dau-, Da=D“l.. .D“n, '
I dxj

|al^2m

n
a=(«i, lal= У a,-; x=(x!,... ,xn).

j=l

Введем обозначения:

«2P(^)= r=(x12+...+V),/!,
|ai=2p

Теорема 1. Пусть для уравнения (1) будут выполнены следующие 
условия I— IV:

I. Оператор равномерно эллиптический, т. е. с некоторой постоянной. 
ц>0 выполняется неравенство

—I g 12msS Ia2m (ж, В) 1^ц1ь12™ для всех &^Rn, x^Rn
И
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II. Существует такая константа е>0, что выполняется неравенство
а2т(х, %)+а2Р(х, 5 ) + 11 >с (| g | г’"+ | х |70 • |^|2₽+1)

для | х | V=7?, где R достаточно велико, %^Rn и у0 есть любое фиксированное 
число, удовлетворяющее неравенству 0<цо<2р.

III. a) |аа(х) | =о( |х|7|>|'х|/2р)) при |х|->-<®, |а| =1, 2,. . . , 2р—1;
б) |aa(z) | =о( |ж|7и,2т“|“|,/(2т-2₽>) при ]z|-»-<», |а|=2р+1,...

.. . , 2m — 1;
в) | Vffa(z) | =о (1/1 х |) при | х | | ос | =2т-,
г) lim а0(ж) =1.

IV. /(ж) есть финитная функция, а также, если известно, что 
u(x)^H2,„(Rn) есть решение уравнения (1), то для достаточно больших по 
модулю х будет выполняться неравенство

|iij<ce_ гЕ, с>0, е>0.

Доказательство. Из работы (4) при выполнении условий I—III 
вытекает неравенство

lkl|2m(7?”)^C1{||Lu||0(7?")+||u||0(fiB)},
где Ci>0 не зависит от и (z). Рассмотрим далее функцию

9n (г) =
г при 1 г N, 
гладкая при г -V 1,
N Д-1 при г > 2V Ч- 1,

и такую, что оценка | ZV0Y(г) | выполняется Для всех 1^р^2т, 
N^r^N+1, где К — константа. Сделаем в уравнении (1) замену и(х) = 
=v(x) -e~eN <г), где е будет выбрано ниже. В результате такой замены по­
лучаем

аа(х) -Pa(v(x) = у аа(х)■ d^v-Р^ {е~йх{г}) =

Ial^2m |a|«S2?n

= У, aa(^)-Z>a-?(e-9"(r,) =

la|<2?n

= e-e.v<r). У df. D^V- У, аа(ж) Фа-Мг,е(г),

|₽K2m a>p
|a]!C2m

т. e. уравнение (1) примет вид
Le, Nv(x) =f(x) •e°A'(r), (2)

Ps,N ^P,N,e P • a^N'E (x') (*r) ’ dfi *Фсс—р,]у,е (>r) •
IP[=C2m a>p

|a|^2m

Заметим, что

Ссс—р

I Фа-₽Л,е (г) I ^rI“-PI-l“-SI=.
(3)

Выбрав
lai (2m—2р) —(2m—lal) v0

e< mm -----------------------------------------
2pC|CC|^2m (2m—2p) I al

а также воспользовавшись неравенством (3) получим, что выполняются 
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условия:

а) 1а₽л.Л^) 1=0(1») 11°||!|/(2р)) при Id-*00, |[}|=1,2,...,2р—1;

б) |a/,N-,e(») |=o(|dTo(2m-|fi|)/(2’n_2j’)) при Ы->°°, |р|=2р+1,.... 2т—1;

в) lim аол,£(ж) = 1;
]Х|-»-00

г) | У 4|К,е(х) -gs+ У, ар>,8(»)>₽+1 | >с, (l£l2m+WT°-lgl2p+l);

1Р|=2?п !р| = 2р

д) 4,jv,e(ж) =Я₽(») при |[3|=2т;

е) А (»)=/(ж)-e^v (г) есть финитная функция.
Значит, для уравнения (2) условия I —Ш выполняются. 
Предложение 1. Еслии(х)^Н2т(11п) ,го

erSu(x)^II2m(Rn').
Так как для уравнения (2) выполнены все условия I—IV, то

у<(2:)=е1',А'|!((.г)еЯ2«(Я’'). Д

при каждом фиксированном N. Применяя теорему 1 из (4), получим 
liMz) IU (Rn) {II/, Но (Я") + II о (Qn)} s£c2, (4>

где с2 не зависит от N. Т. е. оценка (4) выполняется для всех N равно­
мерно. Устремляя в неравенстве (4) N-+°°. получим

||еггн(ж) ||2т(Я’,)<с2. (5)

Итак, мы доказали предложение 1. Далее можно доказать, что если 
1'(.г’)е//,,,(Д' ;| есть решение уравнения (1), то выполняется неравенство- 

n2(p)s£ J u2(р)dx+c2 max I/[2, (5')
Se,(p) Se,(P)

где Set(P) ~ шар радиуса e, с центром в точке P.
Так как / есть финитная функция, то для достаточно больших по мо­

дулю х неравенство (5Z) можно переписать в виде

(5">

(6)<^е-2|р-в11|! Jи2 g2rеdx^e~^ j и2 (») е2гв dx.
Rn Rn

Применяя к правой части (6) неравенство (5), получпм, что
=Сс22• е"2гс, т..е. |н (х) | =Сс2е“'|,ге. Теорема доказана.

Замечания. 1). Теорема 1 остается верной, если /(») есть не финит­
ная, а достаточно быстро убывающая функция.

2) Теорема 1 остается в силе, если предположить, что решение и(») 
принадлежит Я2 (Rn), а не Н>_,„ {Rn).

' Пусть мы имеем уравнение
Lu=f,

Lu=Liu+q(x')L2u, Lt= У L2— аа<2)

la|s^2m |а|<2р

(7)

1
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Предположим, что выполняются следующие условия:
I. Оператор L есть равномерно эллиптический.
II. Существует постоянная с4>0, что выполняется неравенство

(1) (2)
\а2т (о:, ^)+д(а;)а2р (х, g) l>c1(|g|2m+q'(r) (l£.l2p+l))

для достаточно больших по модулю х,. a^R". q (х) >0, где 
а21т (х,1)= У, а”’ (ж)В“, а2р (х, £) = У а!4 (ж)Ва.

|а| — 2т |а|^2р

III. q (х) -»- + о° степенным образом.
IV. а) | Vi1 (ж) |=о(1/|ж|) прп|а:|->■°°, |ос| =2т;

б) lai1’ (ж) | = (о (g (ж)) (2m~|a|)/(2m_2p)) при |ж|-*о°,, |a|=2p+l,...

.., 2m—1;

в) lai1’(z) 1=о(д2(ж)) при Ы-^оо, lal=0,1,... , 2р;

г) 1 Va(2) (ж) 1=о(1/Ы) при Ы->0°, lal=0,1,... ,2р;

д) la^x, 5) |<c3(lgl2p+l), гда 1 xl^R; R — достаточно велико,.

Тогда будут справедливы следующие утверждения.
Теорема 2. Если выполнены все условия I—IV для уравнения (7), 

то для любой u(x')^H2m(Rn) выполняется неравенство

||а||2га(7?’г)^С{||ГВ||0(7?") + ||н||0(Йл)},

где<£ не зависит от и (х).
Следствие. Если выполнены условия I—IV для уравнения (7), то 

ядро оператора L конечномерно.
Теорема 3. Если выполнены условия I—IV для уравнения (7), 

то существует ограниченный оператор R: ff0(Rn)-+H2m(Rn) такой, что 
LRf=j+Tj для любой j^H0(Rn}. Оператор Т вполне непрерывен в H0{Rn').

Следствие. Коядро оператора L конечномерно.
Доказательство этих теорем основывается на специальном разбиении 

единицы в пространстве Rn.
Теорема 4. Если для уравнения (7) выполнены, условия I—IV, 

f(x) есть финитная функция и и (x)^H2m(Rn) есть решение уравнения (7), 
то для достаточно больших по модулю х будет выполняться неравенство ’

| о (ж) | =Ссе~7Г, с>0, 7>0.

Доказательство этой теоремы аналогично доказательству теоремы 1, 
только замену в уравнении (7) нужно делать такую: и(ж) =и(х) ■ е~1’0Л’(г).

Замечание 1. Замечание 2 к теореме 1 также остается в силе.
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