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10. А. ДУБИНСКИЙ

О НЕЛИНЕЙНЫХ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЯХ
БЕСКОНЕЧНОГО ПОРЯДКА И НЕТРИВИАЛЕНОСТИ 

СООТВЕТСТВУЮЩИХ ПРОСТРАНСТВ СОБОЛЕВА
(Представлено академиком С. Л. Соболевым 23 XII 1974)

В работе изучается задача Дирихле для нелинейного эллиптического 
уравнения бесконечного порядка

(1)(’~'^') ‘а'ОаАа(х, D^u) =h(x), I у |' | a I, x^G;
|a! = 0

Д“и|г=0, I® 1 =0, 1,.. . , (2)
где Aa(x, %-,■) — нелинейные функции степепного роста по (напомним, 
что а= (а^ . . . , a„) — мультииндекс дифференцирования, | a | =ai+ .. ,+a„, 
D*=d'^ldxT" 1. . . дх,Тп); G-R’1 — область с конечной мерой, Г — граница G; 
и (х) — вещественные или комплскснозначпые функции.

* Как будет видно ниже, зависимость классов от га несущественна, поэтому чис­
ла отсутствуют в обозначении класса; говоря о включении и(х) <^С0°° (G), мы имеем 
в виду, что />'Л(|Г—0 для всех I a>I >0.

** Относительно квазианалитичности функций одного переменного см., напри­
мер, (').

При рассмотрении задачи (1), (2) возникает прежде всего 
нетривиальное™ классов финитных функций типа пространств 
бесконечного порядка

вопрос о 
Соболева

W°°{aa,pa} = и(х)^СА° (G) - p(w) = Y'aa\\Dau\\,1'ra<<x
al=0

где ||м||Га — норма в LTa(G), аа^0, ра>1, — произвольные числовые
последовательности (случай га = °° также допустим) *.  В соответствии с 
этим в п. 1 устанавливаются необходимые п достаточные условия нетри­
виальное™ W°°{aa, ра}; в п. 2 доказывается однозначная разрешимость 
задачи (1), (2); в и. 3 получена оценка «нормы» обратного оператора 7“‘.

1. Критерий н е т р и в и а л ь н о с т и И7” (аа, ра}. По определению 
класс pa} нетривиален, если существует функция п(х) eG0°° (G),
и(х)^0, имеющая конечный «интеграл» р(м). Обозначим через АК, 
N—0, 1, . .. , числа, определенные соотношением

Рп
aaMN =1, MN>0,

полагая AfN=+<», если все аа=0, | а | =N.
Теорема 1. Класс W°° {аа, ра} нетривиален тогда и только тогда, 

когда последовательность Му порождает неквазианалитический класс 
функций одного вещественного переменного.

Наметим доказательство теоремы. Необходимость. Пусть 
{АЛ} порождает квазианалитическпй класс С{AG} ** и и(х) еЙ/х' {aa, ра}. 
Имеем, очевидно, неравенство

Va, (3)

ПО



где и (£) — преобразование Фурье и(х), K>Q зависит от mes G. Положим 
; = р0, 0=(0!, ..., 0„), |03-| >1, /=1,..., п. Тогда при |а| =N>2,
учитывая финитность и (я), получим из (3) неравенство

|г1|^(1+Т12)|и(110)|^||£)«ц||Га1
откуда

У, аа[ (1+ц2) |ЛГ-2|м (Л0) у|| аа||Д^||гЧ1,
|а|=Лг |а|=.У

если N^2 достаточно велико. Следовательно,

(1 + ц2) 11] |ЛГ-21 й (т|0) | ■ ' К'1N=2, 3,. . . (4)

Положим, далее, p(j/)=Fn_lv н(ц0) — обратное преобразование Фурье 
гЦр0) как функции переменного цеК1; очевидно, v (р) еС0" (R1). В силу 
(4) \DNv(y) | <^KMN+2, т. о. v(y)^C{Mx+2}. Значит, гДг/)=О, откуда и 
и (х) ^0, ибо числа 0.(, 10J >1, /=1,..., п, произвольны.

Достаточность. Пусть {МЛ} определяет неквазианалитический 
класс функций одного переменного. Тогда существует нетривиальная фи­
нитная функция и (г). reR1, с наперед заданным носителем такая, что

\DNu(r) \^KqNMNc,
где К>0, 0<g<l, Мкс — выпуклая регуляризация последовательности MN 
посредством логарифмов (*,  2). Положив x'~G, u(x)=u(xi—xl0') ■ . . 
. . . и(хп—хп°), находим, что \\Dau\\ra^KqNMaic. . . ManesZKqNMNcsZqxMN\ 
где р<р0<1, N достаточно велико. Отсюда, учитывая неравенство MNC^MN 
и определение чисел Мх, получаем

( У, ааМх^Ра^К^ ?»"( У,
у=0 [а| = дг |а|=.У |а|—о

т. е. {щ. ра}.
Теорема доказана.
2. Разрешимость задачи Дирихле. Допустим, что функции 

Аа(х, lv) непрерывны при x^G и всех и удовлетворяют условиям:
а) I LAa(x, Sjr«a|Ba|p«“‘|1la|+bN), где К>0, аа>0, р«>1,

&Л>0 — постоянные, причем последовательность р~ ограничена, а bt+ 
+ ^2+ . . .

б) Re Аа(х, |v)ga>6 2 аа|ёа|?а—6jV, 6>0, <5у>0, причем 61+62+...
Ial=.w ' lal = .v

. . . <00;
в) Re 2j [Аа(х, £т) — Аа(х, т]т) ] (ga—ца) ^0, причем равенство нулю

|а|=.У
имеет место тогда и только тогда, когда £a^T]a.

Кроме того, предположим, что число аа^0, ра>1 таковы, что простран­
ство W{aa, ра} нетривиально. Далее, W~°°{aa, pa'}~{h(x): h(x) = 

= Z (^~i)MaJ)rxha(x)}, где Ло(а:)е^ (G), pa'= (pa-l)tpa, причем
| ccl = 0

00

p' w = У, <+ вw [Ipt < °° ■ (5)
|af=o

Двойственность пары (П2-00, W°°) постулируется равенством
оа

<fe, к>= У ааJ ha^D^v^dx,
|a|==0 G 
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которое в силу (5) определенно корректно. Очевидно, L(u): W' (а а. 
-+W-°°{aa, ра'}.

Определение. Функция и(х) (аа, ра} называется реше­
нием задачи (1), (2), если для любой функции vTti^AV'1 {ла, ра} 
справедливо равенство <Л(и), к> = <Л, к>.

Теорема 2. Пусть выполнены условия а)—в). Тогда для любой пра­
вой части h(x)^W~°° {аа, ра'} существует единственное решение 
//.(•rJelT’’ {«а, ра} задачи (1), (2).

Для доказательства рассмотрим «усеченную» задачу

ШН У, (6)
1сс|=О

Рш»Дг=0, |co|s£s—1, (7)

где h,(x} = X (.—l')talDaha(x). Разрешимость задачи (6), (7) вытекает из 
1а|=0

теории монотонных операторов (см., например, (3_s) и др.). При этом 
справедлива оценка

S

У, a«IIZ)aKs||^ ^Кр'Цг), К>0.
|а]=о

Отсюда следует, что последовательность и, (говоря априори, подпоследо­
вательность) сходится равномерно со всеми производными к некоторой 
функции u(x)<^W°° {аа, ра}- Эта функция и является искомым решением 
(отметим, что при обосновании предельного перехода при s->-o° сущест­
венно используется ограниченность последовательности ра) . Единствен­
ность решения немедленно вытекает из условия в).

3. Непрерывность обратного оператора. Допустим, что 
выполнены условия а), б) и, кроме того, функции Аа(х, gv) дифференци­
руемы по gv, быть может, исключая значения gv=0, причем

Re У, ЛаДж, ^т)т]цДа^бУ| (ра- 1)аа||„|у«-2|т1а12, (8)
la!=.v,||3|ss,v |а| = лг

где 6>0 — постоянная, Аа(, (ж, gv) ^дАа (х, gv) /д^.
Теорема 3. Пусть выполнено условие (8). Тогда для любых функций 

u(x)^W°° (аа, ра}, v(x)^W‘“ {аа, ра} справедливы неравенства

J \Da(u-v}\Vadx + ^~ J \Da(u+v)\v°-~2\Da (u-v)\z dx^
lal = o Gta

^K<L(u) —L(v), u—v>, (*)

где l<pa<2, C+ a={x^G-. |Z)a(w+i;) | |£)a(u—v) |},
K>Q — постоянная-,

4—J \ 2P“-2
J lDa (u—v) dx+2 j 1Па(и~Ьи) |I’»_2|Z)a(u—p) |2 dx) -7

G+" G-,a+ ,a

^KAL(u)— L(v}, u—v>, (**)

где Pa^Z, K>0 — постоянная; G+,a, G^„ те же, что и в неравенстве (*).
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Доказательство. В силу (8) имеем для любого s>0

<LS (и)—Ls (и), u-v> = J1, <zL (ж, D'u)-Аа (ж, D'v), D* (и-и) > =
ia i = 0

где qa= |Da((i+z?) |/|Da(n—v) |. Вычисления показывают, что при 1<р<2

J 1<?+т1р”2 dx =
2^-1

------- если lgl=gl;
р-1
21qI₽_2, если |д|>1, 

а при рЛ?2

J I<?4-т| р~2 dx
------- , если
р-1
2Р

■------- если |д|>1.
Р“1

Учитывая эти неравенства, из (9) при получаем искомые нера­
венства.

Следствие. Если ра^2, то справедливо неравенство 

где К>0 — постоянная.

Пример. Пусть L(u)= Е аа( — l),a,D“(\Dau\pa~2Dau), где а^О, 
lal=o

1<ра^р<°° таковы, что класс W{a„.p..} нетривиален. Все условия теорем 
2,3 выполнены.

Контрпример. Пусть Л(п)=ехр (—Д)п(ж) или A(u)^[cos гД]п(ж). 
Нетрудно проверить, что соответствующие пространства ТГ”{-, 2}=^, 
и, следовательно, уравнения

exp (—А)и(х) =h(x), [cos г’Д ]u(rc) =h(x) 

сводятся к тривиальности 0^0.

Московский энергетический 
институт

Поступило
28 XI 1974
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