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1. Пусть Ao, Aj — банаховы пространства, непрерывно вложенные в 
отделимое линейное топологическое пространство 3$. Через A0+/li обоз­
начим совокупность элементов ае$, представимых в виде

а=а0+а1, а0^А0, a^Ai. (1)
По определению положим *

* Infimum берется по всевозможным представлениям вида (1).
ЭД

1|а||ло+х,= inf (||яо||Ао+11«111 л,). (2)
a=a04-ai

При нормировке соотношением (2) A0+Ai становится банаховым про­
странством. Рассмотрим на A0+Ai функционал

K(t, a-, Ao, At)=K(t, а) = int (||ао||л,+СЫ1А,).
a==ao+at

Совокупность элементов a^At.+A, с конечной нормой

17 dt 1 1/9ll«ll(A0,A,)eg=lklle.?= | J [t~eK(t, a)]9— | , O<0<1,
0

Аде, oo==l|a|!e, ~=sup [t~*K(t,  a) ], 0^9^1, <7=oc,t
оказывается банаховым пространством и обозначается символом (Ао, АДе, 17. 
Оно называется интерполяционным пространством пары Ао, At, получен­
ным ио методу действительной интерполяции по Питре (см. книгу (*)).

В теории интерполяции банаховых пространств довольно давно стоит 
задача об описании пространств

(ЬРош’(Й, v), LK“№, v))9,„
где через LPa(Si, v) обозначена совокупность функций /(х), суммируемых 
в степени р (по мере х) и с весом на области 2'Ч;" (см. п. 2).
В работе Гилберта (2) дано полное решение этой задачи в случае pt,=Pi. 
В дапной работе рассматривается случай ptpApi. Результат формулируется 
г. терминах пространств Лоренца с весом ЛР,“(ц), определение которых 
п некоторые их свойства воспроизводятся в следующем пункте. Попутно 
рассматривается ряд смежных вопросов.

2. Пусть (X, ц) — пространство с о-конечной мерой ц, 5Й(Х, ц) —сово­
купность комплексно-значных ц-измеримых функций на X. Через 
Г,,“(А\ ц) обозначим совокупность функций /(.r)e2R(X, ц), суммируемых 
в степени рис весом к>(ж) по X (а>(х) — неотрицательная ц-измеримая 
функция). Lp“ (X, ц) — банахово пространство с нормой

1 1//>
|<а(а?)/(х) Ис/ц , 1Ср<°°,

II/IL“ (x,io=ess ц-sup | ы(ж)/(ж) 1, р=о°.



Через g*(t),  0<i<°°, обозначим равноизмеримую перестановку функции g 
в невозрастающем порядке (т. е. ti<t2 и jies Де (0, °°);
g' (i)>o}=p{z; ieX, |g(z) |>о}).

Пусть g“* Д) — осреднение g' (i),

g'"O) = yJ g'(s)ds.
О

Определение. Совокупность функций /(х)е2Л(А'; ц) с конечной 
нормой

(; , dt\ 1,“
!i/ili-j(A-.io= [(«/)”/’ р]’—I , 1<р<°°,

О

II/IL” (X, n)=sup [ (co/)"Z,/p], KpsSco, g = oo /)ОО t

называется весовым пространством Лоренца LPqa(X, ц) (с ве­
сом со относительно меры ц).

Мы будем использовать следующую лемму.
Лемма 1. Пространство Lpq"‘(X, ц) с точностью до эквивалентности 

норм совпадает с пространством
(ЬРош(Х, ц), Lp,a(X, ц))е,„ 1/>=(1 — 0)/pe+0/pi, l^pgFp^°°

Доказательство леммы легко получается из невесового случая

(LPo(X, ц), LPl(X, ц)) е, q'^'-^pq (X, ц)

(см. (*))  и высказанных определеннее. Отметим, что в лемме 1 и ниже рас­
сматриваемые весовые функции считаются положительными почти всюду.

Замечание 1. В случае q=p пространство Ард“(Х, ц) совпадает с 
пространством Ьра(Х, ц), которое, в свою очередь, дает ЬР(Х, р.) при со=1.

3. Пусть теперь й — область «-мерного эвклидова пространства Пп 
точек u=(ut,..., Un). Пусть в Й задана о-конечная мера А и весовая фупк- 
ция р(м). Рассмотрим задачу интерполирования пространств LPo(Q, X) 
п £Р1Р(Й, X).

В весовом пространстве АР1₽(Й, X) введем новую нормировку. Пусть 
Х’=ЙХ(0, °°),

Хр={(и, и); пей, ps(0, °°), п<р(и)<2г?} (3)

п Хр(м, v) — характеристическая функция множества Хр, рассматриваемого 
в А. Обозначим (и, v)=x,

v)=F(u, v)=F(x), (4)

d[i=c------Д, с Л = f z_(P1+1) dz, сщ(и, г?) =0)!(z) =z?1+|5/p‘.
у‘+|3 J

Тогда
11/11^(0,1) =J (р(п) 1/(и) |)P1dA=

Q

°° /77 /7
= с J J (i;1+p''p‘|T’(u, к) 1)р‘—[7jT~=f (сщ(г) iT'X.r) l)P1 dp. (5)

ОЙ V х

Следовательпо, пространство LP1P(Q, X) можно рассматривать как под­
пространство пространства LP1“*(X,  р). Аналогично, невесовое пространст-
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во ЛРо(0, X) будем рассматривать как пространство, норма в котором оп­
ределена равенством

II/IL (ОЛ)=—(®о(ж)\F(x) D^orfpi, сооСг)=г//р‘. (6)
р" cm2 JX

Выберем в качестве значения параметра [3 число

Р=(1/р0-1/Р1)-1.
Тогда он (д:) =(±>0(2;) =£0(ж) и рассматриваемая задача сводится к интерпо­
ляции подпространств из пространств ЛРо“(Х, р,), LP1“(X, ц). В самом деле, 
формула (4) устанавливает взаимно однозначное соответствие между про­
странством LP1₽(£2, Л.) и некоторым подпространством ЛР1И(Х, ц), причем, 
как показывает соотношение (5), это соотношение является изометриче­
ским изоморфизмом. Аналогично, (4) и (5) обеспечивает изоморфизм с 
точностью до пропорциональности норм пространства LP„{Q,, X) и соответ­
ствующего подпространства ЛРо“(Х, ц). В силу этого мы не будем вводить 
специальных обозначений для упомянутых подпространств, отождествляя 
их просто с LPo(Q, Л) и Z>P1P(Q, X).

Имеет место следующий результат, в существенном принадлежащий 
М. Бауенди и Ш. Гулауйку (3).

Пусть (Ло, А1) — интерполяционная пара банаховых пространств, 
а В — замкнутое подпространство Ао+А, такое, что существует оператор 
проектирования Р (в A0+Ai), порождающий В (т. е. В=Р(Ао+А1)) и не­
прерывно переводящий А, в At, i=0, 1.

Тогда пара (А0Г12?, Atri5) является интерполяционной и

(А0П5, ЯДЙ)в,,= (4 (7)
В рассматриваемом нами случае в качестве Ло, At выступают 

ДРо“(Х, ц), LPT(X, ц) соответственно, в качестве В — сумма LP„(Q, Х) + 
+ЛР,₽(Й, X). Оператор Р можно, например, взять в виде

= J Шр(и, £) —•
и ®

Ясно, что Р не меняет функций вида /(u)xP(n, и) и, таким образом, 
является проектором. Норма Р в At, i=0, 1, легко оценивается. Таким об­
разом, условия теоремы Бауенди, Гулауйка оказываются выполненными 
и на ее основе приходим к теореме 1.

Теорема 1. Для того чтобы функция f(u) принадлежала простран­
ству

V= (LP,(Q, X), LPlp (Q, %)) e, 9, p^Pi,
необходимо и достаточно, чтобы произведение /(в)хР(щ и) принадлежало 
пространству Lp, (X, ц), где

1
Ро

J.
р

1-е е
Р<> Р1

(т. о. цр-^Ор).

Другими словами, пространство V характеризуется конечностью вели­
чины

Udt 1
[fi/Рф" (t) ]’—| , (8)

где Ф(;г)=Ф(щ v) =z;v/(w)Xp(m, v) и перестановка Ф*(0  функции Ф(а:) 
образуется относительно меры ц. При этом величина (8) эквивалентна 
норме f в V.
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Доказательство. В силу конкретного выбора Ао, At, В формула 
(7) превращается в следующую:

(ЛРо(й, X), £Р1Р(Й, Z))e,g=(Ap0“(X, р), LP1“(X, р))е,«П
fl(Lp0(Q, 1)+ЬрД&, %)).

По лемме 1 пространство справа эквивалентно пересечению
ВРД(Х, ц)П(ЛРо(Й, Z)+LP1P(Q, X)),

что приводит к теореме, если вспомнить, что правая сумма состоит из 
функций вида /(и)хр(и, и).

4. Теорема 2. Для того чтобы функция Ди) принадлежала про­
странству

W=(LPA°(Q, v), Ар“‘(Й, v))e, „ Po^Pi,
необходимо и достаточно, чтобы функция

Ф(щ f)=/(u)Xa,(u, v), (O = (c01p‘/w0p»)1/p‘,

принадлежала пространству Lpq”~{ (X, ц), т. в. обладала бы конечным ин­
тегралом

(°r dt l17’
(9)

где Чт=ктФ(и, v) и Чг*
1/1

=n_I_?(Bop»(ii)dvdv,Y = — I —
Ро \ Ро

образуется относительно
м_±)-,

\ Ро Р1 /

меры ц (dy,= 
!-9 + 9 \

Р Ро Р1 /.'
Величина (9) экви валентна норме j в W. 

Доказательство заключается в сведении к теореме 1. 
Следствие 1.

(LPo“»(Q, у), Лр,ю,(й, v))e, p~Lp“(Q, v), (Ю)

где (о=Юо1 еи1е, 1/р= (1—0)/ро+0/рь
Доказательство. По теореме 2 в условиях следствия получается 

пространство ЬР1Д (X, p)=LppY(X, ц) в интеграл (9) равен интегралу 

г, , х, tinr°(u)dvdv r,,z /хх Г dv]|г?Ф(щ к) I”--------—------- = J \Ди) |pM<>p“(u)dv J ^,+р_тр =
Д' й 1/р< l/w<2/p

= С j" рТр-₽ I / (u) |pCO0p“(ll)dv = C J (Щ вШ10|/(н) |р dv.
Q Q

Замечание 2. В формулировке теорем 1 и 2 можно считать <7=°°, 
заменяя при этом величины (8), (9) соответствующими выражениями.

Замечание 3. Соотношение (10) известно — это интерполяционная 
теорема Стейна, Вейса.

Математический институт им. В. А. Стеклова Поступило
Академии наук СССР 3 X 1974
Москва
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