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НОРДСТРЕМА - РЕЙССНЕРА

(Представлено академиком Л. И. Седовым 7 X 1974)

Произвольное свободное движение нейтральной частицы во внешнем 
гравитационном поле сопровождается излучением гравитационных волн, 
спектр которых зависит как от характеристик внешнего поля, так и самой 
частицы (включая параметры ее траектории).

Если падающая частица обладает электрическим зарядом, то ее движе­
ние сопровождается излучением гравитационных и электромагнитных волн. 
При наличии в пространстве внешнего электромагнитного поля излучение 
частиц (как заряженных, так и нейтральных) будет иметь и гравитацион­
ную, и электромагнитную составляющие, вследствие того, что гравитаци­
онная волна, распространяющаяся во внешнем электромагнитном поле, по­
рождает электромагнитную волну (*)■

Излучение частиц (заряженных и нейтральных) в поле незаряженной 
черной дыры исследовалось как численными, так и аналитическими мето­
дами (2~8). Это излучение может быть описано системой уравнений 
Эйнштейна, линеаризованной около решения, соответствующего внешнему 
полю черной дыры. Полученная таким образом система линейных уравне­
ний является неоднородной. В ее правой части содержатся «источниковые 
члены», выражаемые через компоненты тензора энергии-импульса частиц, 
присутствующих во внешнем поле черной дыры. Наличие заряженных ча­
стиц приводит также к появлению в правых частях уравнений Максвелла 
компонент вектора 4-тока частиц.

Система уравнений, описывающая произвольные волновые поля малой 
амплитуды во внешнем пространстве черной дыры (включая и поле излу­
чения частиц, получена в работах (9) и (2) для случая, когда фоном являет­
ся поле Шварцшильда, в работах (10) — для поля Керра, (7, 8, и), а также 
(12) — для поля Нордстрема — Рейсснера.

В случае поля Нордстрема — Рейсснера полученная система эквивалент­
на полной системе уравнений Эйнштейна — Максвелла, линеаризованной 
около решения фона. В отличие от работ (’, 8), где для каждого типа воз­
мущений (четных и нечетных) была получена с учетом Источниковых чле­
нов замкнутая система двух «зацепляющихся» уравнений второго порядка, 
в работе (12) для обоих типов возмущений и независимо в (и) только для 
нечетных возмущений получена без учета Источниковых членов система 
двух уравнений второго порядка, распадающаяся при подходящем выборе 
переменных на два независимых уравнения второго порядка. Целью на­
стоящей работы является получение этой распадающейся системы уравне­
ний с учетом Источниковых членов, как функций зарядов, масс частиц, а 
также параметров их траекторий.

1. Траектория заряженной пробной частицы. Гравита­
ционное поле Нордстрема — Рейсснера описывается метрикой

ds2=e'c2 dt2—e~vdr2—r2(d02+sin2 0 cZcp2), 
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где ev=l—2mjr+q2lr2, m^Mjc2, q^^Q2!^, M — масса, Q — заряд черной 
дыры, 7 — гравитационная постоянная; 4-потенциал электромагнитного 
поля Ai={Q]r, 0, 0, 0}.

Траектория заряженной частицы без учета реакции излучения может 
быть найдена методом Гамильтона — Якоби (13). Компоненты 4-скорости 
частицы

u°=e~',(E—E/r), (E—e/r^—e^i+N2^2),
и2=0, ir=N/r2

(движение происходит в плоскости экватора 0=л/2, Е, N — постоянные, 
являющиеся интегралами движения, е=о<2;/цс2, о, и — заряд и масса части­
цы, x<i=ct, xl=r, ж2=0, ж3=ср). Вклад от этой частицы в тензор энергии-им­
пульса и в 4-ток

8Tik=pc2UiUh, д/,=т:си.:. (1,1)

Плотность массы покоя р и заряда т определяются по формулам (7?(Z), 
Ф (Z) определяют траекторию частицы)

|р| = (1/мог2)б(г-7?(#))б(ф-Ф(/))6(0-л/2). (1,2)

2. Уравнения, описывающие излучение частиц. Гравп- 
тационное и электромагнитное излучение заряженной частицы, движущей­
ся произвольно под действием только гравитационного и электрического 
полей певращающейся заряженной черной дыры, описывается системой 
уравнений Эйнштейна — Максвелла, линеаризованной около решения Норд- 
стрема — Рейсснера. Частицам в линеаризованных уравнениях соответст­
вуют «источниковые» члены, входящие в возмущенный тензор энергии- 
импульса в уравнениях Эйнштейна и в 4-ток в уравнениях Максвелла п 
представляющие собой 6-образные особенности в пространственных распре­
делениях массы и заряда (формулы (1,1), (1,2)).

Эта система уравнений без Источниковых членов для произвольных 
малых возмущений гравитационного и электромагнитного полей после 
разложения возмущений по сферическим функциям и преобразования 
Фурье по времени в работе (12) сведена к четырем обыкновенным диффе­
ренциальным уравнениям второго порядка, каждое из которых имеет вид 
стационарного уравнения Шредингера во внешнем потенциальном силовом 
поле (соответствующий потенциал определяется одной из четырех функций 
U±, V±)

(d2/dr*2+U±)y_±=0, (cZ2/dr*2l+F±) ц±=0, (2,1)
Z7± = co2+Aev/r2+ (C±—4g2/r) (A2—4+12m/r—12m2/r2+

+imq2/r3) evlr3p2(r') +8g2e2v/rlp(r), 
V±=co2+Ae7r2+ (C±—iq2/r) ev!r\ 

С±=Зт±У9т2—^2(А+2), p(r) =A+2—6m/r+iq2/r2-,

здесь co — частота, A=—Z(Z+1), Z — помер сферической гармоники, 
r*=$ exp(— v)dr. Функции x+ описывают четные, а т]± — нечетные возмуще­
ния и имеют вид

Х±=(С±—4g7r)r2[7»00/r+<92(Zi12 sin 0) /sin B+dshi3]/p (г) — 2q2SF0i/F0i, 
ц±=2С± (д2к3'—/г sin 0—8q2(dlcdt)5F21/F01.

Все компоненты возмущений метрики и электромагнитного поля определя­
ются по функциям х±, т]± в квадратурах.

При заряде Q, стремящемся к нулю, уравнения для х-н Л+ переходят 
в известные уравнения Редже и Уилера (э) и Зерилли (2) для возмущений 
гравитационного поля на фоне метрики Шварцшильда, а уравнения для 
Х-, т)_ — в уравнения, эквивалентные уравнениям Максвелла на этом 
фоне.
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Присутствие в пространстве частиц приводит к тому, что уравнения 
(2,1) становятся неоднородными. В их правых частях появляются источни- 
ковые члены, зависящие от масс, зарядов частиц, параметров их траекто­
рий. В результате длинных вычислений получаем

(dW2+t/±)x±=/±, (dW2+y±)n±=A, (2,2)
7±/(хцсМ;’‘) =—p(r) (C±-4q2/r) (d/dr*) [u0D(r*, co)/p2(r) ] +

+ e(d/dr*)D(r*, co)+0(r‘, co) {u0(C±— ^q2/r) [i(«Q—со)У— 
-А (1-У2) /2r-e/r2u°]/p (r) +ia>V&-8qlevu<slr2p(r) - 

-CWQV (A+2ra2)/2 (A+2)},
J J (4x|ic25,’‘) =inrC±(d/dr*) [Q/u/D^*, co) ]/(A+2) —

—Q.D(r*, co) [ (C±—4g,2/r) Fiio/r+icoe];
здесь х=8л7/с4, Q=t/cp/dz°, V=dr*/dx°, +;"=Угп*(л/2, 0), 5("=
=— (d, dQ) Yln* (n/2, 0), У;„(0, ср) — сферические функции, звездочка озна­
чает комплексное сопряжение;

2Л

D(r", со) = f J ехр[—i (coi+ncp) ] б (г’—/?’(Z)) 6 (ср—Ф (i) )cZq> di,

причем интеграл по времени берется по периоду движения или от —до 
+ °° для непериодического движения частицы.

Коэффициенты А” отличны от нуля только при четных Z+1 н| — «чет­
ные» волны, а В,п — при нечетных /+|и| — «нечетные» волны.

Переход к полю Шварцшильда осуществляется следующим образом: 
{%грав, Цграв, %эл,

{-Крав, 1грав, Кл,

ц,л}= lim {х+, т]+, %-/<?, 
Лл}=Иш{Л, 7+, IJQ, J-/Q}.

Q-»0

Рассмотрим при QYA) частные случаи движения частицы.
А) Движение по круговой орбите.

У=0, r=7?=const, D(r*, со) =6(со+гей)б(г*—R*), 
7±/zpic74("6(co+rcQ) =[—u0(C±—4<?2//?)/р(7?)+е] (d/cZr*)6(r*—7?‘) + 

+щб (r’-7T) {(C±-4q2/R) [ -A/2K++ (6m/77-8?77?2) Ip (R) - 
—e/u°7?2,J -8q2ev/R2-CJl2Re~'p (R) (A+2«2) /2 (A+2) }/p (R), 
J±/Ynpc2BA6(co+wQ) =inRC±W (d/dr*) 8(r*—R*) / (A+2) - 

- [ inC±Qu°/ (A+2) +icoe ] Q6 (r*-R).

Б) Рад и аль ное падение частицы на черную дыру. На­
правим ось 0 вдоль траектории частицы. Тогда из коэффициентов А" отлич­
ны от нуля будут лишь +г°=[ (2Z+l)/4n]1/2, что соответствует разложению 
искомых функций по полиномам Лежандра. При радиальном движении

Q=0, D(r*, со) =У~‘ ехр[—iot(r*) ],
I±/xpc2Ai° exp [—гео/ (г*) ] =—u0(C±—4<?7г) [ (d/dr*) (1/V) + 

+zco (1 — 1/V2) +Л (1 — V2) /2Vr~-2ev (6m/r—8q2/r2) /гр(г) У+ 
-2f /r2u°V]/p (r) —8q2u0ev/r2p(r) У+е [ (d/dr*) (1/V) +ico (1-1/У2) ], 

J±=0.

Радиально падающая частица излучает только четные волны.
3. Построение решений уравнений (2,2), описываю­

щих излучение з а р я ж е н н о й ч а с т и ц ы.
Функции U± п У±, характеризующие потенциальные барьеры, при 

г”->- = ос, стремятся к постоянному значению со2, и общее решение однород­
ных уравнений (2,1) вблизи горизонта событий (г*-> —°°) и вдали от чер-
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ной дыры (г’-> + °°) представляет собой совокупность волн, падающих па 
черную дыру или уходящих от нее, т. е. любое нестационарное решение 
этих уравнений имеет асимптотический (при вид

A exp (jar*) +В ехр (—i®r‘).

Решение неоднородных уравнений (2,2) можно построить с помощью 
функций Грина. В качестве фундаментальной системы решений однород­
ных уравнений выберем следующие два решения, определяемые своими 
асимптотиками (под у понимается любая из четырех функций /±, т)±):

i/out~e^iar', r‘-> + oo; t/,n~eiwr’, г’

pin — решение, которое вблизи горизонта событий представляет собой па­
дающую волну, pout изображает вдали от черной дыры лишь уходящую вол­
ну. Вронскиан этих решений определяется по формуле

PK(pout, pm) =2ia>/71(a>),
где Т’(ы) — коэффициент прохождения волн через соответствующий потен­
циальный барьер.

Решение, описывающее излучение частицы, должно представлять собой 
при ?■*-> + <» уходящую от черной дыры волну, а при г‘->—°° — падающую 
па нее волну. Соответствующая функция Грина имеет вид (0(я:)— функция 
Хевисайда)

Г(г‘, S)=-77>>))[0(r’-^.Vout(C)p1I1(l)+(J(l---r,)yln(r*)puut(l)]/2HJ), 

и, следовательно, искомое решение уравнений (2,2) представляется в виде

y(P)=-^^-[;/out(C) J Z/ln(^)/(5)^+j/in(r’) J Pout(g)/(g)^J,

где /(£) — одна из функций 7±, 7±, соответствующая выбору у: %±, т]±.
4. Средний поток энергии dE/dtd£l, переносимый волнами, может быть 

выражен через функции %±, т]±:
dE

dt cZQ -с+гг(х-) +
+ —1_[С_Ж(Л+) -C+W(n_) ] } — ;

16со2 J 7

И^(р)= /2г®-

(4,1)

Полезно отметить, что выражение (4,1) не является асимптотическим и 
пригодно для вычисления среднего потока энергии излучения на любом 
конечном расстоянии от черной дыры.
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