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(Представлено академиком А. Д. Александровым 25 X 1974)

В (*,  2) предложена формализация теории пространства-времени в 
виде структуры рода (М, Т, К), где М — множество, Т — топология, ■< — 
следование (отношение рода порядка). Мы покажем, что для получения 
пространства-времени общей теории относительности, т. е. псевдорима- 
новой геометрии излишпе дополнительно задавать метрику

* Точнее, ио о согласовании порядков на пересечениях и прочие аксиомы 
v

см. (*, 2).

(gn), а достаточно наложить некоторые условия на пучок F дифференци­
руемых функций, задаваемый на (М, Т), после чего следование < одно­
значно с точностью до множителя порождает псевдориманову метрику 
(gn), точно согласующуюся с -<.

В дальнейшем через ЗЯ обозначаем структуру рода (М, Т, <, F), кото­
рая как структура (М, Т, ■<) является топологической кинемати- 
к о й. По определению (‘, 2) это означает, в частности, что для любой 
р^М найдется окрестность U^T, в которой однозначно задано отношение 
К*,  причем будущее а+~-={х\а*Фх}  и прошлое а~ = {х]хКа} открыты для 
каждой a^U. Как структура рода (М, Т, F) наше ЗЯ предполагается 
гладким (бесконечно дифференцируемым) п - м н о г о о б р а з и е м, где 
F — его пучок гладких вещественных функций F= (J F(M, р). Гладкость реМ
и следование связаны между собой свойствами (аксиомами) конуса 
и з о т о н н ы х функций, о которых речь пойдет ниже. Говорим, что ]=F 
изотония в точке р (обозначаем f^F+ {М, р), или f^F+), если найдет­
ся такая окрестность U точки р, что из хКу следует fx<fy для всех х, y—U: 
аналогично определяем F".

Вводим в F топологию С1.
Аксиома 1. Vp int F+ (М, р) ^Ф.
Аксиома 2. Vp int7?+(A/', р) Clint F~(M, р) с {const}.
Аксиома 3, У всякой р^М есть такая окрестность U, что при 

а, Ъ^и & а^Ь+& Ъ<£а+ найдется /eintF+ такая, что fa=O & jb=i, каковы 
бы ни были а и Ъ.

В касательном пространстве УуЗЯ вводим конус
X>0<=>Xeint {У|¥/ /Ei7tA+^r7(p)>0}. (1)

Структуру ЗЯ с аксиомами 1, 2 называем гладкой кинематикой, 
а если выполнены аксиомы 1—3 и всякий достаточно малый интервал 
a+flЪ~ связен, то — точной гладкой кинематикой.

Теорема 1. Если ЗЯ — гладкая кинематика, то ее касательное прост­
ранство является эйнштейновой векторной кинематикой относительно (1). 
На ЗЯ существует глобальное гладкое векторное поле с положительными 
в смысле (1) векторами.

Первая часть теоремы проверяется непосредственным применением оп­
ределений (2); кокасательное пространство 7’/ЗЯ также оказывается эйн­
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штейновой векторной кинематикой относительно порядка

A=df&fe= intF+(2R, р).

Существование векторного поля следует из того, что расслоение 
i-V, рг, U О+(р)) имеет стягиваемый слой (конус О+ с острой вершиной), р<=2И
а потому (3) имеет сечение. Гладкая кинематика всегда эйнштейнова. Об­
ратное неверно, например, ‘У2 с (вырожденной) метрикой ds2=dt2—^\t\dx2.

Аксиома 2 следует из более изящного постулата

int2?+(M, p)^F+(M, р) U {const},

но сам он не выполняется для многих псевдоримановых пространств; на­
пример, при метрике (без особенностей) ds~=dt2—e~2‘dx2; ср. также следо­
вание

(£, x)<(t', х') log (1+[ at/—ж |).
Из аксиомы 2 следует, что

int (F(M, p)\(F+{M, p)\lF-{M,

но не наоборот. Пример: метрика ds2=dt2dx2—t2dy2.
Назовем путь у: [0, 1 ] -> (Л/, Г, -<) изо тонным, если для доста­

точно близких s и s' выполняется s<s'^^sK^s', и предельно-изотон- 
ным, если s<s/=^'ys/e(ys)+. Касательную вдоль пути 7 обозначаем X...

Теорема 2. В гладкой кинематике для гладкого пределъно-изотонного 
пути ХтеО+\0.

Теорема 3. В локально интервально-связной точной гладкой кине­
матике локально справедлива эквивалентность

а<ЬоЯц{Ур р--р^Х,(р)^О- (р)).

Пример, где нарушается аксиома 3 (и импликация <=), дается ме­
трикой

ds2= (i+1/3(a:2—я:1)_2/з) dxl2+dx' dx2—'/3 (х2—x' X1/ dx2\

Интервальная связность (и импликация =>) нарушается в гладкой кине­
матике со следованием t'— i>log (1+ \х'—х|).

Конус О—Т.АР не обязан быть эллиптическим; условия эллиптичности 
см. (“, 4_6). Нам кажется весьма важным развить последовательную фи­
зическую интерпретацию теории точных гладких кииематик без предпо­
ложения об эллиптичности конуса; такая теория моделирует возможную 
локальную анизотропию пространства-времени или пространства 
импульса-энергии. Эта анизотропия может быть распределена случайным 
образом и в среднем не проявляется.

Пусть 7 — изотопный путь, a=7S0, 0<so<l. Говорим, что событие х 
одновременно а относительно 7, если найдется s>0, s<s0, 1— s0 
такое, что 7 (s0—s) <^дх— & 7 (s0+s) ~дхлс Это радарное определение од­
новременности по Эйнштейну, см. (2, 7). Обозначим #(7, а) множество 
всех событий, одновременных а относительно 7. Вообще говоря, оно не 
является гладкой гиперповерхностью, т. е. не имеет касательной гипер­
плоскости в точке а.

Теорема 4. Пусть в точной гладкой кинематике для любого изотоп­
ного гладкого пути 7 в любой его точке можно указать такую параметри­
зацию пути, что относительно нее Н(ц, а) имеет касательную гиперпло­
скость в а.

Тогда (TJSI, <) относительно (1) является лоренцевой кинематикой, 
т. е. конус О+ эллиптический.

Доказательство опирается на критерий эллиптичности, указанный 
А. Д. Александровым в (4): пересечение границы конуса будущего с гра- 
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вицей конуса прошлого содержится в гиперплоскости при любом распо­
ложении вершин. Теорема 4 является некоторым аргументом в дискуссии 
(7, 8) относительно «существенной конвенциональности» в определении од­
новременности: если мы хотим, чтобы собственное пространство было глад­
ким, то от «существенной конвенциональности» приходится отказаться.

В условиях теоремы 4 в каждой точке р*=М  однозначно, с точностью 
до множителя, задается тензор (g(j) сигнатуры он опреде­
ляется уравнением, задающим эллиптический конус. Если фиксировать в 
точке какой-нибудь один вектор (например, поле, упоминаемое в теоре­
ме 1) в качестве единичного, то (g,j) задается однозначно. Конечно, глад­
кость ни из чего не следует. Эта ситуация близка «тетрадному подходу», 
см. (9).

Пусть ■у — изотопный путь, а /т: (,уО)+П (0,1) — отображение по
правилу /va:=s равносильно ^s^dx+; тривиально проверяется, что /v — 
функция и изотонная.

Теорема 5. Если в точной гладкой кинематике гладкая для любо­
го гладкого пути у, то расслоение (М, рг, (J О+(р)), где О+(р)<=ТрМ, глад- 

р^М
кое. Сам конус дО+ также гладкий во всех своих точках, кроме вершины О.

Теорема 6. У каждой точки р псевдориманова пространства "“‘Уп 
можно указать окрестность, являющуюся интервально-связной точной 
гладкой кинематикой относительно следования, определенного как в тео­
реме 4; эти окрестности согласованы в смысле (*).
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