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1". Пусть в эвклидовом пространстве Еп задана точечная решетка Г и 
каждая ее точка является центром шара радиуса R. Если R — минималь­
ный радиус, при котором такая система шаров покрывает пространство Еп, 
то ее называют решетчатым покрытием пространства Еп равными шарами, 
соответствующим решетке Г, а радиус R называют радиусом покрытия 
решетки Г. Отношение 0(Г) объема шара радиуса R к объему фундамен­
тальной области решетки Г называется плотностью соответствующего по­
крытия.

Теорема Т„. Минимум плотности решетчатого покрытия равными 
шарами пространства Еп при п^5 достигается на решетке Гп, имеющей в 
качестве метрической формы одного из основных реперов «главную форму 
первого типа Еороного».

г п(п~г2) т ------
Этот минимум равен 0„=Q„| —--------- Т'и+,1, где через Qn обозначен

L 12(п-г1; J
объем п-мерного шара единичного радиуса.

При п=2, 3, 4 теорема Т„ впервые доказана в работах (1_3), см. также 
С, 5). Доказательство теоремы Т„ при п^=Ь является основным результа­
том настоящей заметки.

Известно, что теорема Тп не имеет места при больших значениях п; 
в частности (6), она не имеет места при четных п^114 и всех «^200. Ин­
тересно было бы найти наименьшую размерность п, для которой эта тео­
рема неверна.

Уже первые работы, посвященные исследованию плотности решетча­
тых покрытий, показали, какую важную роль в таких исследованиях иг­
рает знание комбинаторно-метрической структуры L-разбиений (7,8) ре­
шеток покрытия. Особенно отчетливо это стало видно после работ (9_11) и 
работ, посвященных случаю м=4. В работе (12) Барнс и Диксон показали, 
что в каждом L-типе может встретиться не более одного локального ми­
нимума плотности покрытия. Простая геометрическая картина этого ре­
зультата дана в (13). Отысканию локальных минимумов плотности покры­
тия L-типов пространства Е5 по комбинаторно-метрической структуре L-раз­
биений решеток этих типов посвятил часть своей диссертации Тренер- 
ри (14). Однако из-за вычислительных трудностей (несмотря на использо­
вание ЭВМ) ему не удалось решить эту задачу даже для тех далеко не 
всех L-типов пространства Е5, структуру L-разбиений которых он нашел.

Путь к доказательству теоремы Т,„- при п=5, т. е. к решению названной 
в заглавии задачи, оказался открытым после того, как нами были перечис­
лены и исследованы (15,16) L-типы примитивных решеток при п=5. При 
решении этой задачи мы не стремились найти локальные минимумы плот­
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ности в каждом типе, а только показывали, что эти минимумы превышают 
плотность покрытия названной в теореме решетки Гб.

Мы предполагаем, что читателю известно содержание работ (15,1е).
2°. Лемма 1. Пусть в L-разбиении 5-мерной решетки содержится 

симплекс, объем которого в 2 раза превышает объем основного симплекса 
решетки. Тогда плотность покрытия для решетки Г больше, чем 05.

Действительно, при единичном объеме основного параллелепипеда ре­

шеток у решетки Гп радиус покрытия Дп=(и+1)1/(2п)1/- nSn^^ , а ра- 
' 12(п+1)

диус шара, описанного вокруг правильного симплекса, имеющего 
объем в 2 раза больший объема V=i/nl основного симплекса решетки, ра­

вен rn=2i/n (n+l)~i/2n Г ■------ , и при и+5 имеет место неравенство Rn<rn.
’ п+1

Как показано в (16), области 221 L-типа 5-мерных решеток распреде­
лены в областях R, Ri, R>. приведения по совершенным формам следую­
щим образом: область R совпадает с областью первого типа Вороного, об­
ласть Ri разбивается на области 199 А-тппов, область R. разбивается на 
области 21 Л-типа. Так как L-разбиения всех решеток, соответствующих 
внутренним точкам области Z?2, содержат симплекс, объем которого превы­
шает объем основного симплекса в 2 раза (16а), то из леммы 1 получаем

Следствие. Плотности покрытия для решеток 21 L-типа, области 
которых содержатся в области R2, больше чем плотность 05.

В (1б6) мы разделили 199 Л-типов, соответствующих области Rt, на 
ключевые и отклоненные.

Лемма 2. Плотность покрытия для всякой решетки, принадлежащей 
отклоненному L-типу, больше, чем 05.

В (166) описано шесть симплексов 5,/—S,/*, 5,/—содержащихся в 
L-разбиении всякой решетки, принадлежащей отклоненному Л-типу. На­
ходим радиусы Rq, <7=1,..., 6, шаров, описанных вокруг этих симплексов, 
и вычисляем наименьшее значение функции

«=1

где V — объем основного параллелепипеда решетки. Лемма 2 вытекает из 
того, что найденное наименьшее значение 8/15л2-0,408... функции <р боль­
ше, чем 05=715л2-0,403....

Следствие. Решетки пространства Е5, плотность покрытия для ко­
торых меньше или равна 05, могут находиться только в ключевых L-типах.

3°. Прежде чем переходить к рассмотрению ключевых Л-типов, оста­
новимся на одном методе оценки плотности покрытия, основанном на при­
менении теоремы Штейнера о центральном моменте (10, “). На основе этой 
теоремы или непосредственно устанавливаем, что радиус г шара, описан- 

2-^ 1 ного вокруг n-мерного симплекса, удовлетворяет неравенству г +------------о
(п+1)2

где о — сумма квадратов длин всех ребер симплекса. На основе послед­
него неравенства и неравенства

в котором суммируются квадраты радиусов шаров, описанных вокруг 
всех попарно негомологических А-симплексов решетки Г, зная векторы
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смежности щ, v=l,. . ., s, и строение звезды Z-разбиения решетки Г дан­
ного Л-типа, получаем оценку (“) вида

V = 1

где qv, v = l,. .., s,—некоторые положительные коэффициенты, определяе­
мые комбинаторной структурой звезды Л-разбиения и постоянные для 
всех решеток данного Л-типа.

Отметим (“,17), что в пространстве RN, N=l/2n(n+l'), коэффициентов 

ац квадратичных форм поверхность Sqvav2=M=const есть плоскость 
V = 1

п
У Сца(}—М, которая имеет единственную точку касания с эквидискрими-

г, J=1

нантной поверхностью, причем эта точка инвариантна относительно 
группы автоморфизмов рассматриваемой области L-типа. В частности, 
отсюда и из выпуклости эквидискриминантной поверхности к началу коор­

динат следует единственность минимума функции А~,/п 2 с,угч=У(Г).
г, J=1

Как легко посчитать, воспользовавшись, например, методом Лагранжа, 
минимум функции У (Г) равен n(det(c4))1/n.

Из сказанного вытекает, что для каждого L-типа на основе комбина­
торной структуры L-разбиений решеток этого типа однозначно находится 
число C=det(cij) и имеет место

Предложение 1. Если для данного L-типа число C'=det(cy) тако­
во, что 0„<Q„nn/2C"/2, то плотность покрытия 0(Г) любой решетки Г этого 
L-типа больше, чем 0„.

Пример. Рассмотрим L-тип, описанный в работе (и) и названный 
там IV типом. Там же (“) вычислено значение коэффициентов ci} функ-

71
цип Е с,для этого типа:

и+2 п+2
=------------ , с ц =------------«, i^j

6(п+1) 12(ге+1)
п+2 3 _ п+2

12(п+1) 2п(и2—1) ~3 12(га+1)

0’^12,23,

1
2n(n+l)z

Вычислив
, , ч г п+2 ]"г(Сч) = [12М4)] [и+1+ 24 / 5п2+5ге+2 \ т

-----------------------{ 2п+1-3---------------- ) п(п+2) (га2—1) \ n3+3nz+2n / J
на основе предложения 1 устанавливаем, что при размерностях п>Ъ 
(только при таких размерностях существует тип IV) решетки IV типа 
дают плотности покрытия пространства Еп большие, чем решетка Гл. 
(Последнее утверждение доказано в (и) только при п^б; для п=5 оно 
доказано в (14) при помощи непосредственного вычисления минимума 
плотности на множестве решеток IV типа.)

4°. Лемма 3. Плотность покрытия для всякой решетки, принадлежа­
щей ключевому L-типу, больше, чем 65.

Доказательство этой леммы для ключевых L-типов с номерами 
8—81 (см. (1еб), таблица II) проводится с помощью предложения 1, причем 
исследование значительно облегчается тем, что вся совокупность попарно 
негомологичных L-симплексов решеток ключевых L-типов получается из 
«блоков» только трех видов (см. (16(3), леммы 1—3). Вычислив для каждо­
го из блоков выражение Е с,угч, суммированием таких выражений по бло­
кам, соответствующим структуре данного L-типа, легко находим для каж­
дого из ключевых L-типов функцию У (Г) и значение det(c4).
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Что касается остальных ключевых типов 1—7, то для них неравенство 
предложения 1 не имеет места и лемма 3 доказывается другим путем. 
Локальный минимум типа 1 известен (14) и он больше 05; сравнительно 
легко находятся (из-за высокой симметричности областей типов) локаль­
ные минимумы типов 4 п 5; оба они больше 05. Тем самым для решеток 
типов 1, 4, 5 лемма 3 справедлива.

Доказательство леммы 3 для типов 2, 3, 6, 7 получается непо­
средственным (довольно тяжелым в вычислительном смысле) исследовани­
ем радиусов описанных шаров для некоторых из симплексов А-разбиения 
решеток этих типов.

В совокупности леммы 1—3 и дают доказательство теоремы Т„ при 
п=5.
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