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В работе рассматриваются классы периодических функций W°° {аа, ра} 
типа пространств Соболева бесконечного порядка и смежные вопросы не­
линейных уравнений в процессе неограниченного возрастания порядка 
уравнения. В п. 1 устанавливается критерий петривиальности ра};
в п. 2 изучается разрешимость нелинейного эллиптического уравнения 
бесконечного порядка на торе; в п. 3 рассматривается более общий вопрос 
о поведении решений нелинейных эллиптических уравнений порядка 2т 
при m-х»; в п. 4 рассматриваются гиперболические существенно нели­
нейные уравнения бесконечного порядка.

1. Критерий нетривиальност и W°°{aa,pa}. Пусть Тп — 
и-мерный тор, га^1, Ра-^А — произвольные числовые последователь­
ности. Рассматривается пространство Соболева бесконечного порядка 
на Т

ра}= (7”1): р(и) = на||£)ац||гР“<оо }

|а| = 0

где ||и|1г а ~ норма и(х) в пространстве ЬГа(Тп).
Возникает вопрос о непустоте W°° {аа, ра}, т. е. о существовании хотя 

бы одной функции п(ж) M^const, имеющей конечный «интеграл» р(п). Нас 
будут интересовать только те пространства W°° (аа, ра), которые являются 
бесконечномерными, т. е. содержат бесконечное множество линейно неза­
висимых функций u<^W°° (аа, ра}.

Теорема 1. Пространство W°°(aa, ра} непусто и является бесконеч­
номерным тогда и только тогда, когда существует последовательность раз­
личных неотрицательных мулътииндексов q„ = (qiy, ..., qny), v=0, 1,..., 
такая, что

со

(2л)"р“/Г1<оо. (*)
|а|=о

Доказательство. Достаточность условия (*) очевидна, ибо в 
этом случае exp iqvx^W™ {аа, ра}. Для доказательства необходимости сле­
дует учесть неравенство l|jDaiz|La>|c9<7a| (2л)"/Га, где с,= (2л)~п<и, 
exp iqx}, q любое, и прийти к противоречию.

Замечание. Условие (*) не исключает того, что W°° (аа, ра} явля­
ется пространством периодических функций, зависящих от меньшего чис­
ла переменных. Желая исключить в приложениях этот вырождающийся 
случай, потребуем, чтобы W°° {аа, ра} было, например, плотно в Ь2(Г"). 
Нетрудно видеть, что для плотности вложения W°°{aa, pa)<=L2(T") необхо-

269



димо и достаточно, чтобы в условии (*) последовательность gv была та­
кой, чтобы min(giv,..., д„»)при Ниже будем рассматривать
именно такие пространства W°°{aa,pa} и называть их нетривиальными.

2. Нелинейные эллиптические уравнения бесконеч­
ного порядка. Рассмотрим на Тп эллиптическое уравнение бесконеч­
ного порядка

Л(и)= У, (-l)|olDMa(a:,D1B)=/t(a:), l^l^lal, (1)
J<xf = o

где Аа(х, |v) — непрерывные функции х, ^т. Допустим, что для любого 
>0 и всех х.сс'Г\ gv, г|к, 171С | а | выполнены следующие неравенства:

|al«S.V !a!<N

где aa>0, ра>1, К>0 постоянные;

У, aa\U^~K,
|a|C.V

)

где 6>0, 7£>0 — постоянные.
Введем пространство правых частей W~°° {аа, ра'}, как пространство 

функций h(x) = ( — iya'aJDaha(x), где h^x^L,} (Р"), ра'=ра/ (ра—
|cd = o

— 1), таковы, что
00

У, aJIMр?<°°-
|<х|=о

Теорема 2. Пусть выполнены условия (**) и (»**), причем про­
странство W°° р.,}, га=Ра, нетривиально. Кроме того допустим, что
Р<^1р, ?], 1</^д<°°.

Тогда для любой функции h(x)^W~°° {аа, ра'} существует по крайней 
мере одно решение и (х) {аа, р„.} уравнения (1).

Доказательство проводится методом Галеркина. Именно, пусть 
ит (х) — приближенное решение уравнения (1):

|а|<тп

<.Aa(,x,D'liim), (iq)a exp iqx} = <.hm, exp iqx^,

Из условия (***) следует, что существует подпоследовательность 
ик(х), сходящаяся к некоторой функции u(x)^W°° {<7a, ра} равномерно со 
всеми производными. Эта функция и есть искомое решение. Отметим, что 
при замыкании по базису существенно используется теорема об оценке 
сумм Фурье в LVa (см., например, (‘), стр. 594).

Замечай и е. Если выполнено условие строгой монотонности 

(2)

то решение уравнения (1) единственно. Отметим, что в отличие от урав­
нений конечного порядка условие монотонности для разрешимости урав­
нения бесконечного порядка никакой роли не играет.
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3. Поведепиерешенийэллиптическпхуравненийпри 
неограниченном возрастании порядка. Пусть ит(ж)— ре­
шение нелинейного эллиптического уравнения порядка 2т

V, (—l)MDaAam(x,D'ium)—hm(,x'), х^Тп. (3>
|а]^тп

Допустим, что выполнены следующие условия:
а) функции Аат(х, &,) непрерывны по х и £7, причем для всех

ж, ёт И Ца

У'| aam(£a|Pam ll]al+lj , 
jaKm

где 7£>0, l^Pam^7<o° — постоянные;
б) Re У, аат\^\Рат-К-, 6>0;

|a|<wi [аКт

в) если то аат-+аа, рат^-ра; далее, если g7,n->g7, то Аа(х, g7,„)-*
->Ла(ж, g7) равномерно на ограниченных множествах переменных §7;

г) пространство W°° {fra, qa} нетривиально, где 6a=sup аята, 7a=sup pam.
m m

В дальнейшем существенно различны случай arj,>() для бесконечного 
множества значений а, т. е. случай предельного уравнения (1) бесконеч­
ного порядка, и случай аа^0 при |a|>r, т. е. случай предельного урав­
нения порядка 2г

У (—1)|а|ПМа(ж,D'!u) =/г(ж). (Ь)
la Кг

Во втором случае дополнительно требуется, чтобы было выполнено усло­
вие монотонности

Теорема 3. Пусть fla>0 для бесконечного множества значений а и 
выполнены условия а)—г). Пусть далее, ^(х) ~+h(x')^W~°1’ {аа, ра'} в том 
смысле, что (hm, v’>-»-<.h, иУ для любой функции v(x) еТТ” {ba, q„}.

Тогда решение уравнения (1) существует и является предельной точ­
кой решений ит(х) уравнений (3). При этом подпоследовательность 
К(ж)}с{мт(ж)} сходится к и (ж) равномерно со всеми производными.

Теорема 4. Пусть а«=0 при |a|>r и выполнены условия а)—д). 
Пусть, далее hm(x)-+h(x) слабо в (Тп).

Тогда решение уравнения (4) существует и является предельной точ­
кой решения ит(х) в смысле слабой сходимости в W^- (Тп).

Доказательство теорем 3, 4 проводится в том же плане, что и 
доказательство теоремы 2, при этом при доказательстве теоремы 4 сущест­
венно используется техника теории монотонных операторов (см., напри­
мер, (2“8)).

Пример. Пусть а,„>0, причем <p(z) = £, ak+i(k+i)zikz2l — целая 
k + l^o 

функция. Тогда решения ит(х) уравнения
(—1)т атА™ит—Aum+um=h (х), h(x) ^W2~l(T2),

сходятся в ТТзДТ12) к решению задачи — Au+u=h(x).
Замечание. Рассмотрение примера (—1)татОг"’мт+нт=^(ж), 

x^S', показывает, что условие г) существенно и его нельзя ослабить.
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4. Разрешимость нелинейных гиперболических 
у р а в п е н и ii. Рассмотрим задачу Коши

u"+L(u) =h(t, х), п(0, х) —и'(0, х) =0, (5)

где L(u) — нелинейный оператор бесконечного порядка вида (1), х^Тп, 
[0, А ], где Л >0 произвольно.
Допустим, что выполнено условие (*») из п. 2 и, кроме того, для любой 

гладкой функции u(t, х} и(0, ж)=и/(0, ж)=0, справедливо неравенство

t
Re J< (x, D^u), Dau> dx^8 У^, aa|i-OMIP„ (П —A,

0 laKm

где б>0, A>0 — постоянные, fe [0, A ], m>0.
Пусть, далее pa^[p, q~\, где i<p^q<°° и пространство IF* {ax. pa} не­

тривиально. Наконец, 7i(i, x), h'(t, ЦеПлО. Л; H7_“{cg. px'}).
Теорема 5. В указанных условиях задача (о) имеет по крайней 

мере одно решение u(t, х), причем u(t, х) (0. А: П {«-. р.}). u'(t, х) е 
е£2([0, А]ХГ1), и"(t, х)(0, A; W~°° {аа. ра'}.

Доказательство проводится методом Галеркпна — Фаэдо — Хоп- 
фа, при этом приближенные решения

um (7, х) = cq (t) exp iqx, cq (0) =с/ (0) =0

определяются как решения системы обыкновенных дифференциальных 
уравнепий

<nm", exp iqx>+<,L2m(um'), exp iqx> = Ah, expigx>.
| q | =0, ..., тп.

3 а м e ч a ii и e. Подчеркнем, что, в отличие от эллиптических п пара­
болических уравнений, смешанная задача для гиперболических нелиней­
ных уравнений вида (5) конечного порядка в классах Соболева, вообще 
говоря, не разрешима.
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