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1. Для решения задачи выпуклого программирования, заключающейся 
б отыскании минимума (максимума) выпуклой (вогнутой) функции на 
многограннике, образованном системой линейных неравенств, в (*)  пред­
ложен специальный метод секущей плоскости, названный там методом 
центрированных сечений*.  Хотя с вычислительной точки зрения этот ме­
тод трудно реализуем, он привлекает геометрической наглядностью и 
отсутствием требования дифференцируемости минимизируемой функции. 
Однако в (4) не доказана его сходимость. С другой стороны, в (2) для ре­
шения задачи выпуклого программирования в связи с задачей отыскания 
точки равновесия выпуклой игры многих лиц попутно указан (при некото­
рых ограничениях на минимизируемую функцию) близкий к методу (’) 
метод чебышевских центров **,  вычислительно просто реализуемый.

* См. ниже п. 5.
** См. ниже и. 3.
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Ниже приводится в виде теоремы 1 специальная форма достаточного 
условия сходимости последовательности приближений к решению задачи 
выпуклого программирования, па основании которого исследуется сходи­
мость каждого из этих методов и указывается прием выбрасывания лиш­
них ограничений в задачах линейного программирования, решаемых на 
каждом шаге в методе чебышевских центров.

2. Достаточное условие сходимости. Пусть в Еп задана
вогнутая функция ср (х) --<[ (^, ..., (jn) и выпуклый многогранник £20= 
= {х^Е”: (щ, x'^a.i, 1=1, ..., m} с непустой внутренностью (intQoXC). 
Рассматривается задача отыскания точки для которой

тах{ф(ж): (1)

В силу вогнутости функции ф(ж), в Еп определена вектор-функция 
оф(д'), являющаяся субградиеитом функции ср (ас), т. е. такая, что

ср (г/)-ср (ж) ^(бср (а:), у-х) Vy^En. (2)

Теорема 1. Пусть задана произвольная последовательность {xk}cz 
-xQo и пусть при ее помощи продолжены конечные последовательности 
щ, ..., ат и од, ..., ат следующим образом:

am+k=dcp(xk), ат+;<=(5ф(х/,), щ4), /с=1, 2, ...

Тогда, если последовательность чебышевских радиусов {рА.} систем ли­
нейных неравенств

(а,, х) — KiSsO, ..., (ат+г„ х) —am+ASsO,

стремится к нулю, т. е.

max min [(а,-, х) — а,] =рл->0. 
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то существует подпоследовательность {xik} последовательности {х,,} такая, 
что ср(жг-/г1)<ф(а:^) и (p(xi)<(p(xikl), i—ik-r+i, .ik—1, и каждая пре­
дельная точка этой подпоследовательности является решением задачи (1).

В доказательстве используется тот простой факт, из сле­
дует также

max min [ (а;, ж) —сс;]-*0.  (3)
xeQo m + is^i^m + k

Отсюда с учетом (2) устанавливается, что некоторые предельные точки 
последовательности {х.} являются решениями задачи (1), из чего потом 
непосредственно следует существование подпоследовательности та­
кой, что ф(ж,4_1)^ф(я:<А), п сходимость каждой ее сходящейся подпосле­
довательности к решению задачи (1).

Ниже приводятся два способа построения последовательности {■'а}, 
удовлетворяющей условиям этой теоремы.

3. Метод чебышевских центров. Пусть — произвольный 
вектор из Qo. Полагаем ат+1=5ф (уЭ, am+i= (<9ф (у.), у£). В качестве второ­
го элемента последовательности {уь} берем вектор у2, являющийся реше­
нием задачи

max min [ (а,, х) —а.,] = щ^0,
хеЕп 1<г<т+1

т. с. являющийся чебышевским центром системы линейных неравенств 
(ait х) —а;>0, г=1, ..., zn+l.

Пусть уже построены векторы уъ ..., yh. Находим
«т+А=йф(у;г), am+s= (9ф (yft), Уй)

и в качестве (/с+'1)-го элемента искомой последовательности берем век­
тор уй+1, являющийся чебышевским центром системы (af, х) — сс;>0, г= 
= 1, ..., пг+к, т. е. являющийся решением задачи

max min [ (щ, х) — а,] =щ, (44

которая сводится к следующей задаче линейного программирования:
тах{§„+1: gn+1s£(a;, х)—щ, i=l, m+к}. (4')

Нетрудно убедиться в том, что в предположении ограниченности 
|1<9ф(ж) |] па Qo имеем lim р*=0,  так что из теоремы 1 следует, что каждая 
предельная точка подпоследовательности {yift}, для которой ф(уг/г_1)г^ 
Сф (yife), является решением задачи 1.

Отметим, что в отличие от (2) в этой заметке метод чебышевских цент­
ров обосновывается без требования гладкости функции ф(ж) и без требо­
вания ее равномерной вогнутости.

4. О с в о б о ж д е н и е от лишних ограничений и оцен­
ка скорости сходимости. Основным недостатком приведенного 
метода чебышевских центров является присоединение на каждом шаге 
дополнительного ограничения (щ+1, х)— aft+1>0. В связи с этим приведем 
один прием, который позволяет не накапливать неограниченно этп ограни­
чения при определении щ+1.

Пусть {бл} — монотонно убывающая последовательность положитель­
ных чисел, сходящаяся к нулю, и в (4) для некоторого /4 получили щ,^б1. 
Тогда множество индексов {1, ..., m+jt} «очищается» следующим обра­
зом. Находим подмножество индексов ..., m+j,} такое, что

max min [ (a,-, z) —а,] =щ„

max min [ (щ, x) — а;]>Цд
х<=20 гец \{Я
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Другими словами, в очищенпое множество Л, включаются номера тех ли­
нейных функций, которые при решении задачи (4) образуют оптимальную 
вершину в соответствующей задаче (4') линейного программирования.

На следующем шаге множество расширяем, т. е. рассматриваем мно­
жество 7/,U {m+j! +1} и находим

max min [(щ, х) — а,]=^1+1.
хей0 ie=If U{m+Ji + 1}

Процесс шага расширения множеств продолжаем до получения на некото­
ром /2 неравенства В этом случае новое множество индексов снова
очищается, т. е. строится множество Ij2 и вычислительный процесс про­
должается. Ясно, что при быстро сходящейся к нулю, очистка мно­
жеств будет осуществляться реже, чем при {бь}, медленно сходящейся к 
нулю.

Выбором управляющей последовательности {бй} можно не только ре­
гулировать процесс очистки, по и скорость сходимости к нулю выделяе­
мой подпоследовательности {щ^}.

Сравнительно просто получаемая оценка щ,=о(/с_1/п) является доволь­
но грубой.

Точнее оценить скорость сходимости р*  к нулю не удается. Однако мож­
но оценить скорость сходимости некоторой модификации метода чебышев­
ских центров, более трудоемкой с вычислительной точки зрения, чем исход­
ный метод. В этой модификации вместо задачи (4) решается задача оты­
скания

Vft=max{v: v<max rain [ (щ, ж)—а,—v(x, ж) ]}.

Из самого определения тд ясно, что

Vft=max min [ (а„ ж) —а—Vn(x, rr)] =
ig й0 т + К i т -{- k

= min [(а„ y^-^-ai-Vkiyk+i, ук+1)]. (4")

Так как реализация условия (4") является трудоемкой вычислитель­
ной задачей, то модифицированный метод следует рассматривать лишь 
как способ для оценивания скорости сходимости.

Имеет место следующая
Лемма. Если функция ]|<р(гс)|| ограничена на Qo, то ”Vft2=O(1/&).
Не останавливаясь на доказательстве, заметим, что согласно этой лем­

ме целесообразно в качестве управляющей последовательности {6л} в про­
цессе выбрасывания лишних ограничений брать 6А=О(/с_'/2). При таком 
выборе {6л} вероятно, что на каждом шаге будет происходить очистка. 
Описанным способом выбрасывания лишних ограничений можно пользо­
ваться также и в методе секущей плоскости.

Основываясь на процессе (4") и лемме можно построить эффективно 
численно реализуемый алгоритм, на каждом шаге которого осуществляет­
ся очистка, а оценка 0(1/к) скорости сходимости при этом сохраняется.

5. Метод центрированных сечений. Пусть теперь после­
довательность {гл} строится методом центрированных сечений (*),  т. е. zs 
является центром тяжести многогранника й0, z3 являются центром тяже­
сти многогранника 9,= {ге0,: (ат+1, ж) 3sa,„.H}, где am+I=dtp(z1), ат г^ 
= (d(p(zt), zj, z,l+t является центром тяжести многогранника йг=» 
= {x^Qk-~l: (ат+к, х)^ат+к}, где aro+J1=6q)(zft), ат+к= (dtp (z,/), гк) и т. д.

Для объемов Vk многогранников Q(t, как известно, справедливо неравен­
ство Vk^Voqk, 0<ф<1.

Пусть
Cs=max min [ (а^ х)—

2*  27.5



Ясно, что чебышевский радиус ск является радиусом некоторого шара, 
целиком принадлежащего так что его объем не превосходит Vk и, зна­
чит, Ch^Laqok, где q0, 0<д0<1, зависит от п.

Таким образом, cft-*0,  т. е. выполнены условия теоремы 1 и верна
Теорема 2. Если функция |] <Эср (ге) ]| ограничена на О0 и подпоследо­

вательность {zih} последовательности {zj, построенной методом центри­
рованных сечений, такова, что qj(ziA_1) =^cp(ziz.) и <p(zi)<q)(zi&_1), i= 

..., ц—1, то каждая ее предельная точка является решением за­
дачи (1) и cp(zfK) сходится к ср (ж*)  со скоростью геометрической прогрес­
сии или точнее

О^ср(ж”) -ф (z^ ) sgiiQi". (5)

В доказательстве нуждается лишь оценка (5). Для этого существенно 
используется существование положительных чисел таких, что

max min [ (at,x)— (6)
хейо

и вогнутость фупкции ф (х).
Отметим, наконец, что если функция ф(ж) строго вогнута, то z^-^x*,  

если же ф(;г) сильно вогнута, то Zik сходится к х*  со скоростью геометри­
ческой прогрессии.
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