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Пусть R8 — эвклидово пространство размерности s, Z8 — множество це­
лых точек пространства R8. Если x^R\ то через xk, l^k^s, будем обозна­
чать k-ю координату точки х. Далее, для х, у^ТТ полагаем

k=i

Через Т8 будем обозначать множество {ж: x^R8, 0^хк^2п, к=1, 2, ... 
..., s}, а через с(Е) — количество точек множества Е.

Рассмотрим тригонометрическую систему

(1)

Известно, что, в отличие от одномерного случая (см. (*,  2)), при s>l 
шаровые частичные суммы рядов Фурье по системе (1) функций из клас­
са LP(T8), 1<р<2, могут расходиться почти всюду (п.в.) на Т8. Оказы­
вается, однако, что это различие в поведении шаровых частичных сумм 
исчезает, если при каждом s^l вместо системы (1) рассматривать си­
стему

{?“<“> %szS, (2) 

где со — соответствующим образом подобранное взаимно однозначное ото­
бражение Z8 на себя. Точнее, справедлива следующая

Теорема. Для каждого существует такое взаимно однозначное 
отображение <а Z8 на себя, что, каково бы ни было р>1, шаровые частич­
ные суммы ряда Фурье любой функции / из LP(T8) по системе (2),

J1,/(со (иг)) ei“<”l)l, /(иг) = (2л)_s J je~ l"‘ ,: dx, m^Z8,
lm|sSr Гв

при r~^°° сходятся к f(x) п.в. на Ts. Более того, справедливо неравенство 

llsup I У'|/(и(та))е;м<т)х||| ^СР||/||Р,Т». (3)
I 1 I I I I р Xs

\m\^r

Доказательство. Пусть s>l (при s=l в силу теоремы Карлес- 
сопа —Ханта (3, 4) можно брать a(k)=k, k^Z) и {г,,} ^=0 — такая возра- 

со 

стающая последовательность неотрицательных чисел, что Zs= U где 
71 = 0

K„={m: m<^Z8, | m | =r„), п=0, 1, 2, ... Доказательство теоремы основано 
на том факте, что

lim с(Кп) =°°. (4)
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Так как для любого /'Л= О и s>l c({m: in s Zs, |иг| =r})> 
>с({7тг: |m|=r}), to (4) можно получить, используя, например,
теорему Якоби ((5), стр. 165), в силу которой с ({иг: n:=Z2. |m|2=59}) = 
=4(g+l), g=0, 1, 2, ...

Введем следующие обозначения: М={пг. m^Zs, mfl=0 при /с>1}; Qn= 
= {т: m<^Zs, /с>1} и Pn=Qn\M, n=Q, 1, 2, Gn=Pn\Pn-t,
n=l, 2,... Построим последовательность натуральных чисел по
индукции удовлетворяющую условиям: «p-nnin {щ c(Kq)>c(Gl)} и nh= 
=min{g: c(Kq)>c(Gh), q>nk-l} при к>1. Это возможно в силу (4). Пусть 
теперь {5„}п=о —произвольная последовательность множеств, удовлетво­
ряющая условиям: Вп<=Кп, п=0, 1, 2, ..., с(5щ) =c(Gs), А-=1, 2, 
и Вп—Ф при га=щ, /с=1, 2, ... Пусть Ап=Кп\Вп, п=0, 1, 2, ...

Очевидно, что с(Ап) при тгЭИ—четное число. Рассмотрим также мно­
жество Z?o= {0}, Z\={77z: т^М, К | т, | !/2с (^41)} и

п— 1 п

Dn=[m- теМ. 2-1 с (Лй) < I тщ I =С2~‘ с (Лй)| , м=2,3,...

k=i k=l

Так как с (А) =с(ОА), /с=0, 1, 2, ..., ЛЙП5„=0 для любых к п п, GkftDn=$ 

для любых к и п и (J (AUA) = U (GfcUZA) =ZS, то существует взаимно 
А=0

однозначное отображение и Zs на себя, удовлетворяющее условиям: 
<i>(Bn'^ =Gk, к=1, 2, ..., и со (Л„) =-О„, п=0, 1, 2, ... Это со является иско­
мым. Действительно, легко проверить, что

co({m: m^Zs, |ml^r„})=co( U Kk)=QVnU Г„, (5)
ft=0

ип=с({к- пк^п}),
п

Г„==|т: т^М, pn<|m1|^2~1 с (Л,)

1 = 1

Пусть ряд

является рядом Фурье функции f^Lp(Ts), р>1, по системе (2). Из (5) 
следует, что

п meQv 7П€=Г п

(6)

Предел первого слагаемого в правой части равенства (6) при п^~°° су­
ществует и равен /(ж) п.в. на Ts (см. (6“8)). Что же касается второго сла­
гаемого, то, являясь отрезком остатка ряда Фурье по системе {e‘"Vx}mieZ 
функции (2л)1-8 / dxz... dxs, принадлежащей Lr‘ (Т), в сплу теоремы

Ts~i

Карлессона — Ханта (3, 4) при п-+°° стремится к нулю п.в. на Т‘.
Далее, из равенства (6) следует, что

=s=||sup | У, /(m)eimx

Следовательно (см. (3, 4, 6, 8)), справедливо неравенство (3). Теорема 
доказана.
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Замечание 1. Используя теорему 6, 1 из работы (8), можно утверж­
дать, что найденное со таково, что для :f<^L(lg+L')4g+lg+L(Ta'}

lim /(со(т))е'“(т)'*=/(;г)

* Это замечание принадлежит О. Д. Церетели.

п.в. на Та, а для /=£(/дЛ)s+1 (Р)

|| sup | (m))е,ш(т) х 11| \f\(lg+\f\y+ldx+C2.
|m|sSr„ *'  TS

Замечание 2. Теорема справедлива и в том случае, когда вместо 
шаровых сумм будем рассматривать Л , где W.s_Z — конечные множест-

ва, Wk~Wk+i, к—1, 2,...,

U Wh=Zs и lim c(Wrft\W7(i-1) =«>. 
k=i k-*-^

Замечание 3. Рассуждения, доказывающие теорему, приводят 
также к следующему результату.

Пусть последовательность натуральных чисел {рл}“=1 , Pkt°°, выпуклая 
на [0, 00) неотрицательная функция ф и полная ортонормированная в 
L2(a, Ъ), —°о<а<Ь<°°, система ограниченных функций {cp,,}n=i удовлет­
воряют условиям:

а) ряд Фурье каждой функции из ф(Л) (а, Ъ) по системе {<p„}X=i схо­
дится п.в. на [а, 6];

б) для любой функции /<=if>(L) ([a, &]s) почти для всех х^[а, &]s

lim У'|/тФт(а;)=/(а:),

где TV —множество натуральных чисел, m^N‘, m^pk, 1=
=1, 2, ..., s}, Фт=фт,фОТ2... fm= $ / Ф.„ dx, m^N\ы, ы»

Тогда сущестует взаимно однозначное отображение со множества № 
на себя такое, что, какова бы ни была функция /еф(А) ([a, &]s), п.в. на 
[а, 6]4'

lim у1|/а(т)ФЮ(т) (а:) =/(а:).
|пг|СЯ

Условиям а) и б) удовлетворяют, например, система Хаара (9) (при 
/д=/г, k^N, ip(u)=u) и система Уолша (9, 10) (при рн=2к, k^N, ip(u) = 
=u(lg+u)lg+lg+u).

Замечание 4*.  Конструкция, примененная при доказательстве 
теоремы, та же, что и в доказательстве теоремы Меньшова (см. (“); (13), 
стр. 367). Утверждение теоремы о сходимости п.в. шаровых частичных 
сумм в случае, когда р=2, непосредственно следует из (4) и из этой теоре­
мы Меньшова, если ее сформулировать так:

Пусть {фл}w — произвольное счетное ортонормированное в Л2(0, 1) 
семейство функций и {Wn}neN — произвольная возрастающая последова­
тельность непустых конечных подмножеств множества W, в пределе даю­
щих W, и обладающих свойством lim с(И7„\И7„-1) =°°.
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Тогда существует такое взаимно однозначное отображение а> множест­
ва W на себя, что предел

(Л)
1еПД

существует п.в. на (0,1), как только Е |сл|2<°°*.

* Настоящая формулировка, являясь более общей по сравнению с оригиналь­
ной, легко пз нее следует. Действительно, пусть т„ = с(И/,1), n^N, и т] - взаимно 
однозначное отображение N на W такое, что г)({1, 2,..., ?;г„})=ТЕ„, н \. Легко про­
верить, что искомым отображением со будет rjoCOpip1, где <Ot — взаимно однознач­
ное отображение на себя, найденное для системы {д,1( и последовательности
{m„}neIV по теореме Меньшова.

Теорема Меньшова, очевидно, остается справедливой п для систем функций, 
определенных на множествах конечной s-кратной меры пространства Rs, s3=l, пли, 
более общо, на пространствах с мерой, изоморфных (в смысле теории меры) ко­
нечному отрезку с мерой Лебега. (Описание таких пространств дано в (15).)

Отсюда, учитывая (4), непосредственно следует также, что для произ­
вольной s-кратной ортонормированноп в А2 (0, 1) системы {ср} - в слу­
чае, когда s>l, всегда можно указать такое взаимно однозначное отобра­
жение oj множества Ns на себя, что предел

lim 2|Схсрш(М(ж)
Г~> СЮ ” "*|%|<г

будет существовать п.в. на (О, 1), как только У 1 с?.12<°°.

Справедливо ли то же самое и при s = l, неизвестно. Это старая пробле­
ма из теории ортогональных рядов (см., например (12); (“), стр. 165).
Тбилисский математический институт Поступило
пм. А. М. Размадзе 31 X 1974
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