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Введение 
Если не оговорено иное, все рассматривае-

мые группы конечны. Понятие группы является 
центральным инструментом современной науки, 
используемым для изучения симметрии. Класси-
ческие приложения теории групп изложены, на-
пример, в [1], [2]. В настоящее время список 
приложений теории группы включает современ-
ную кристаллографию [3], квантовую физику [4], 
спектроскопию [5], вирусологию [6], генетику 
[7], криптографию [8] и машинное обучение [9], 
но не исчерпывается указанными областями.  

Одним из значимых методов изучения групп, 
который восходит к истокам теории групп – рабо-
там Э. Галуа и возникшем в них понятию разре-
шимой группы, является метод классов групп. 
Напомним, что классом групп называется множе-
ство групп, содержащее вместе со всякой своей 
группой и все ей изоморфные группы. Классы 
групп, в частности, являются важным объектом 
в теориях радикала в группах, многообразий, 
формаций, классов Фиттинга и подгрупповых 

функторов. Одним из активно развивающихся 
направлений теории классов групп является тео-
рия формаций, возникшая благодаря работе  
В. Гашюца 1963 года. Результаты данной теории 
можно найти в монографиях Б. Хупперта [10], 
Л. А. Шеметкова [11], Л. А. Шеметкова и А. Н. Ски-
бы [12], К. Дёрка и Т. Хоукса [13], А. Н. Скибы 
[14], С. Ф. Каморникова и М. В. Селькина [15], 
А. Баллестера-Болинше и Л. М. Эсквейро [16],  
В. Го [17], А. А. Трофимука [18]. 

Данная работа начинает цикл статей о при-
ложениях теории конечных групп и их классов. 
Целью данной части является рассмотрение че-
тырёх областей – групповых кодов, гурвицевых 
групп, теории формальных языков, теоретико-
множественных решений уравнения Янга – Бак-
стера – в которых стоят открытые проблемы, 
сформулированные в рамках теории классов 
групп. Данные области могут служить дальней-
шими точками роста современной теории клас-
сов групп, в том числе и формаций. 

ОБЗОРЫ
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1 Некоторые достижения современной 
теории классов групп 

В настоящее время теория классов групп 
(формаций, классов Фиттинга и Шунка) активно 
развивается в рамках Гомельской алгебраиче-
ской школы, с достижениями и направлениями 
работы которой можно ознакомиться, например, 
в [19].  

Одним из основных методов изучения 
строения группы является изучение её действия 
на факторах главного ряда. Напомним  
[12, c. 127–128], что главный фактор H / K груп-
пы G называется F-центральным, если 

( / ) ( / ( / ))GH K G C H K  F.  Л. А. Шеметков 

[20, вопрос 4.1] поставил следующую проблему в 
1997 году: «Описать множество формаций F со 

следующим свойством (GF ∣ всякий главный 

фактор G является F-центральным)». Такие 

формации были названы Z-насыщенными [21]. 
Как было отмечено Л.А. Шеметковым, множест-
во Z-насыщенных формаций содержит все ком-
позиционные (в частности, локальные) форма-
ции, играющие центральную роль в современной 
теории классов групп, но не исчерпывается ими. 
Решению указанной проблемы Л. А. Шеметкова 
посвящены работы А. Баллестера-Болинше и 
М. Д. Перец-Рамос [22] в разрешимом случае и 
В. И. Мурашко [21] – в произвольном. В настоя-
щее время данный тип формаций активно при-
меняется для решения задач теории формаций 
(см., например, [23]–[25]). 
 В теории групп важное место занимают 
различные длины групп. В рамках теории клас-
сов групп различные длины рассматривались в 
работах Л. А. Шеметкова, А. К. Макана, А. Бал-
лестера-Болинше, М. Д. Перец-Рамос, А. Хели-
эль, М. Аль-Шомрани, В. С. Монахова и 
А. А. Трофимука. Ярким примером таких длин 
является нильпотентная длина разрешимой 
группы. Аналоги данной длины в классе всех 
групп были введены Е. И. Хухро и П. Шумяцким 
[26], [27]. Через *F ( )G  обозначается обобщённая 

подгруппа Фиттинга группы G, т. е. наибольшая 
нормальная квазинильпотентная подгруппа G. 
Напомним [26], [27], что обобщённая высота 
Фиттинга * ( )h G  группы G – наименьшее число 

h такое, что *
( )F ( ) ,h G G  где *

(0)F ( ) 1,G   а 
*
( 1)F ( )i G  – прообраз  * *

( )F ( / F ( ));iG G  пусть p – 

простое число, 0 1 2 11 hG G G G     –  

кратчайший нормальный ряд, в котором для не-
чётных i фактор 1 /i iG G  является p-разрешимым 

(возможно, тривиальным), а для чётных i фактор 

1 /i iG G  является непустым прямым произведе-

нием неабелевых простых групп, тогда 
( )ph G   называется не p-разрешимой длиной 

группы G; 2 ( ) ( )G G    – неразрешимая длина 

группы G. Изучению данных длин посвящены, в 
частности, работы Ф. Фумагалли, Ф. Лайнена и 
О. Пульизи [28], Р. Гуральника и Г. Трейси [29], 
В.И. Мурашко и А.Ф. Васильева [30]. Отметим, 
что для разрешимой группы обобщённая высота 
Фиттинга совпадает с нильпотентной длинной. 

Хорошо известно, что группа нильпотентна 
тогда и только тогда, когда все её силовские (или 
циклические примарные, или максимальные) 
подгруппы субнормальны. А. Ф. Васильев, 
Т. И. Васильева и В. Н. Тютянов предложили 
следующее обобщение субнормальности [31, 
определение 1]: подгруппа H группы G называ-
ется  -субнормальной, если H = G или найдется 
цепь подгрупп 0 1 nH H H H G     такая, 

что 1| : |i iH H   – простое число для любого 

1 .i n   Известную теорему Б. Хупперта можно 
переформулировать следующим образом: группа 
сверхразрешима тогда и только тогда, когда все 
её максимальные подгруппы  -субнормальны. 
Однако,  -субнормальность всех силовских [31] 
или циклических примарных [32] подгрупп не 
приводит к сверхразрешимости группы. Тем не 
менее оба этих случая приводят к классам групп 
wU  и ,vU  близким по свойствам к сверхразре-
шимым, в частности, являющимися наследствен-
ными насыщенным формациями [31], [32]. Ука-
занные работы легли в основу направления изу-
чения групп с арифметическим вложением сис-
тем подгрупп (силовских, циклических, примар-
ных) и нашли применение в работах А. Ф. Ва-
сильева, Т. И. Васильевой, В. Н. Тютянова,  
В. С. Монахова, И. Л. Сохор, В. Н. Княгиной, 
А. А. Трофимука, В. И. Мурашко, А. Баллестера-
Болиньше, С. Маданха, М. Педраза-Агулера, 
С. Ву, В. М. Факьех, А. Луккини, Б. Немми. От-
метим, что в указанных исследованиях важную 
роль играют классы NA  и N  групп с нильпо-
тентными коммутантом и обобщённым комму-
тантом соответственно. Известно, что нильпо-
тентная длина сверхразрешимой группы ограни-
чена 2, но нильпотентная длина групп из классов 
wU  и vU  не ограничена.  

В настоящее время активно развивается 
теория -свойств А. Н. Скибы [33], т. е. изучение 
свойств групп и их классов, определяемых дан-
ным разбиением  множества простых чисел. 
Классические результаты теории групп получа-
ются в этой теории, когда  – или разбиение 
множества всех простых чисел на одноэлемент-
ные подмножества, или состоит из одного эле-
мента. Важными примерами таких свойств яв-
ляются -нильпотентность, -разрешимость,  
-субнормальность и -перестановочность.  
В настоящее время эта теория развивается широ-
ким кругом математиков из более чем 12 стран. 
Отметим, что А. Н. Скибой, В. Г. Сафоновым, 
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И. Н. Сафоновой и их соавторами (см., напри-
мер, [34]–[36]) активно развиваются -аналоги 
локальных и композиционных (Бэра-локальных) 
формаций.  
 

2 Линейные коды и классы групп 
Пусть   – конечное поле. Напомним, что 

линейным кодом над   длины n и размерности k 
называется линейное подпространство C размер-
ности k линейного пространства .n  Векторы из 
C называются кодовыми словами. Расстояние 
кода – это минимальное расстояние между раз-
личными кодовыми словами, то есть количество 
позиций, в которых они различаются. Известно, 
что код с минимальным расстояние d может об-
наруживать d – 1 ошибку и исправлять 1

2
d     

ошибок. Линейный код длины n, размерности k и 
минимального расстояния d называется [n, k, d]-
кодом. Изучение групповых кодов началось ещё 
в середине прошлого века (см., например, [37]). 
Следуя [38], напомним: 
 Определение 2.1. Пусть G – группа порядка 
n, E – базис n  и nC    – линейный код. Тогда 
C называется левым G-кодом (соответственно, 
правым G-кодом; G-кодом), если существует 
биекция : E G   такая, что линейное про-

должение   до изоморфизма : n G    ото-

бражает C в левый идеал (соответственно, 
правый идеал; двусторонний идеал) кольца .G  

Если X  – класс групп, то линейный код C 
называется (левым) X -групповым кодом тогда 
и только тогда, когда C является (левым)  
G-кодом для некоторой .GX  

Левый групповой код (соответственно, 
групповой код) – линейный код, являющийся  
левым G-кодом (соответственно, G-кодом) для 
некоторой группы G. 

Коды Рида – Маллера связаны с классом 
элементарных абелевых 2-групп [37], [39]. Оче-
видно, что циклические линейные коды, т. е. 
линейные коды, содержащие вместе со всяким 
кодовым словом и все его циклические сдвиги, 
являются X -групповыми кодами, где X  – класс 
всех циклических групп. В [38] приведен пример 
нециклического кода {( , , , ) , },a a b b a b∣  яв-

ляющегося 4Z -кодом, где 4Z  – циклическая 

группа порядка 4.  
Пусть 1{ , , }nE e e   – базис .n  Естест-

венным образом определяется действие симмет-
рической группы nS  степени n линейными пре-

образованиями на :n  ( )( ) ,i ie e   где ,nS  

{1, , }.i n   Важной особенностью данного дей-

ствия является то, что оно переводит [n, k, d]-код 
в [n, k, d]-код. Напомним, что линейные коды С, 
C  называются перестановочно эквивалентными, 

если ( )C C   для некоторого .nS  Приве-

дённый выше 4Z -код перестановочно эквива-

лентен циклическому коду (в обычном смысле). 
Следуя [40], группа перестановочных автомор-
физмов линейного кода C длины n обозначается: 

PAut( ) { ( ) }.nC S C C   ∣  

Теорема 2.2 [38]. Пусть C – линейный код 
длины n над полем ,  а G – группа порядка n. 

1. C является левым G-кодом тогда и толь-
ко тогда, когда G изоморфна транзитивной 
подгруппе группы ,nS  содержащейся в PAut( ).C  

2. C является G-кодом тогда и только то-
гда, когда G изоморфна такой транзитивной 
подгруппе H группы ,nS  что  

( ) PAut( ).
nSH C H C   

Следствие 2.3 [38]. Пусть C – линейный 
код длины n над полем   и X  – класс групп. 

1. C является левым X -групповым кодом 
тогда и только тогда, когда PAut( )C  содер-

жит регулярную X -подгруппу группы .nS  

2. C является X -групповым кодом тогда и 
только тогда, когда PAut( )C  содержит регу-

лярную X -подгруппу H группы nS  такую, что 

( ) PAut( ).
nSC H C  

В работе [41] было установлено, что для 
класса групп X, представленных в произведение 

циклических групп нечётного порядка, над по-
лем характеристики 2 всякий X-код комбинатор-

но эквивалентен абелевому. В этой же работе 
показано, что аналог данного утверждения  для 
левых кодов неверен. Левые неабелевы коды 
изучались также, например, в [42]. Примеры 
групповых кодов, не задающихся абелевыми 
группами, были приведены, например, в [43]–
[45]. В работе [45] показано, что существует  

4S -код длины 24 и размерности 6 такой, что его 

минимальное расстояние больше минимального 
расстояния всякого абелева кода длины 24 и раз-
мерности 6. Ввиду этого естественно возникает 
проблема: 
 Проблема 2.4. Пусть X – класс групп (фор-

мация, класс Фиттинга и т.д.), содержащий все 
абелевы группы. Существует ли такая группа 

,G X  что для неё найдутся натуральные числа 
n, k и поле   такие, что существует (левый) 
групповой G-код длины n и размерности k над ,  

для которого любой (левый) X-групповой код 

длины n и размерности k над   имеет меньшее 
минимальное расстояние?  

Обзор литературы показывает (см., напри-
мер, [46]–[51]), что неабелевы групповые коды в 
основном изучались для групп, не сильно 
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сложных с точки зрения теории классов групп. 
Так, в [51] изучались свойства нильпотентных 
кодов и их связи с абелевыми кодами. В частно-
сти, нильпотентая длина указанных групп  не 
превосходит 2. С другой стороны, нильпотентная 
длина 4S  равна 3. Напомним, что через nN  обо-

значается класс разрешимых групп, нильпотент-
ная длина которых не превосходит n. 

Проблема 2.5. Для данных натуральных n, k 
и поля   оценить минимальные расстояния (ле-
вых) X-групповых кодов длины n и размерности k 

над ,  где 2 3{ , , , , , , }.w vX U U U NA N N N   

В теории групп важное место занимает за-
дача изучения строения факторизованной груп-
пы в зависимости от строения и вложения её  
факторов.  
 Теорема 2.6 [38]. Пусть G – группа. Пред-
положим, что G имеет две абелевы подгруппы A 
и B такие, что G = AB. Тогда каждый G-код 
является абелевым групповым кодом. 

Естественной является проблема распро-
странения данного результата на другие классы 
групп: 

Проблема 2.7. Описать все наследственные 
формации X такие, что для любой группы G, 

представленной в произведение своих попарно 
перестановочных X-подгрупп, каждый G-код 

является (левым) X-групповым кодом. Интерес 

представляют частные случаи данной проблемы 
с ограничениями (нормальности, перестановоч-
ности, формационной субнормальности и т. д.) 
на подгруппы. 

Теорема 2.6 показывает, что класс абелевых 
групп содержится в классе групп G, для которых 
каждый G-код является абелевым групповым 
кодом. 

Проблема 2.8. Для данного класса групп X 

(например, для классов из проблемы 2.5) описать 
класс групп (G | всякий G-код является X-груп-

повым кодом). 
В завершении раздела отметим, что многие 

работы по данной тематике активно используют 
системы компьютерной алгебры. Поэтому разви-
тие вычислительных и теоретических методов 
изучения групповых алгебр X-групп представля-

ет большой интерес в данном направлении. 
 
 3 Гурвицевы группы и их обобщения 

Важными математическими объектами яв-
ляются компактные римановы поверхности. 
А. Гурвиц [52] доказал, что компактная риманова 
поверхность рода 1g   имеет не более чем 

84(g – 1) автоморфизмов. Группы, для которых 
достигается максимальное возможное число ав-
томорфизмов, называются гурвицевыми группа-
ми. Согласно результатов А. Гурвица, гурвицевы 
группы – это в точности нетривиальные конечные 

гомоморфные образы (2, 3, 7)-порожденной 
группы: 

2 3 7, ( ) 1 .x y x y xy      ∣  

Классическими примерами таких групп являются 
PSL(2, 7) и PSL(2, 8). Известно, что G G  для 
гурвицевой группы G. В частности, все такие 
группы неразрешимы. Основные результаты по 
таким группам изложены в серии обзоров 
М. Кондера [53], [54]. 

Заметим, что были получены значительные 
достижения в описании простых гурвицевых 
групп. Про строение непростых гурвицевых 
групп известно не так много. А. М. Макбет [55] 
показал, что если /G K  – гурвицева группа 

порядка 84(g – 1), то / ( )mH K K  – гурвицева 

группа порядка 284( 1) ,gg m  имеющая нормаль-

ную абелеву подгруппу порядка 2 ,gm  фактор 
группа по которой изоморфна G.  

Проблема 3.1. Пусть p – простое число и n – 
натуральное число. Существует ли гурвицева 
группа G, для которой ( ) ?p G n   

Согласно результату М. Кондера [56] среди 
порядков групп, меньших 610 ,  только для 32 
порядков существуют гурвицевы группы. По-
этому интерес представляет изучение строения 
произвольных групп автоморфизмов компактных 
римановых поверхностей. В работе [57] для 
класса групп F и натурального 2g   через 

( , )N g F  был обозначен наибольший порядок  

F-группы, которую некоторая компактная рима-

нова поверхность рода g допускает в качестве 
группы автоморфизмов (обозначим класс таких 
групп через ( )).N F  В этой же работе была по-

ставлена задача: 
Проблема 3.2 [57]. Для класса групп F най-

ти ограничения на ( , )N g F  и описать те 2,g   

для которых эти ограничения достигаются.  
В работе [58] показано, что ( , ) 48( 1),N g g S  

где S  – класс всех разрешимых групп; в [59] 
показано, что ( , ) 16( 1),N g g N  где N  – класс 

всех нильпотентных групп; в [60] показано, что 
( , ) 18( 1)N g g U  для 3,g   где U  – класс всех 

сверхразрешимых групп. В указанных работах 
приведено бесконечно много G для которых 
данные границы достигаются. Более подробно с 
указанными результатами можно ознакомится в 
[57], [61]. 

Ввиду этого интерес представляет следую-
щий частный случай проблемы 3.2. 

Проблема 3.3. Пусть 

{ , , , , }.nw vF U U NA N N  

Необходимо  найти  ограничения  на  ( , )N g F   и 
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описать те 2,g   для которых эти ограничения 

достигаются. 
Описанная в определении ( , )N g F  группа, 

т. е. группа для порядка которой эта граница 
достигается, не обязательно совпадает со всей 
группой автоморфизмов поверхности. Тем не 
менее, из теорем Гурвица и Лагранжа следует, 
что разрешимая группа автоморфизмов порядка 
48(g – 1) компактной римановой поверхности 
рода g совпадает со всей группой автоморфизмов 
этой поверхности.  

Проблема 3.4. Для класса групп F  и нату-
рального 2g   существует ли компактная ри-

манова поверхность рода g, группа автомор-
физмов которой принадлежит ?F  

В работе [62] найдены условия, при кото-
рых полупрямое произведение p-группы с гур-
вицевой группой является гурвицевой группой. 
Естественно возникает: 

Проблема 3.5. Пусть F  – класс групп и 
группа G представлена в произведение своих по-
парно перестановочных подгрупп. При каких 
условиях на них группа G принадлежит ( )?N F  

В завершении раздела отметим, что помимо 
изучения групп автоморфизмов компактных ри-
мановых поверхностей интерес представляют 
группы автоморфизмов компактных поверхно-
стей Клейна с границей. Результаты для таких 
поверхностей, аналогичные рассмотренным в 
этом разделе, изложены в монографии [63]. 
С современными исследованиями в данном  
направлении можно ознакомится, например, в 
[64], [65]. 
 

4 Формальные языки и классы групп 
Формальные языки находят приложения во 

многих современных науках (информатике, лин-
гвистике, биоинформатике и др). Пусть A – ко-
нечное непустое множество. Напомним, что 
(формальным) языком L называется подмноже-
ство свободного моноида *.A  Одним из спосо-
бов изучения таких языков является сопоставле-
ние с каждым из них синтаксического моноида и 
нахождение связей между свойствами языка и 
свойствами моноида. 

Говорят, что морфизм моноидов *: A M   

(соответственно полно) распознает язык L, если 
1( ( ))L L    (соответственно и   сюръекти-

вен). Более того, говорят, что язык L (соответст-
венно полно) распознается моноидом M, если 
существует морфизм моноидов из *A  в M, кото-
рый (соответственно полно) распознает L. Вся-
кий язык L определяет синтаксическую конгру-
енцию на *A  следующим образом: ~Lu v  тогда  

и только тогда, когда xvy L xuy L    для  

любых *, .x y A  Естественный морфизм 

* *: / ~LA A   является синтаксическим мор-

физмом языка L. Заметим, что   полностью рас-

познаёт L. Язык называется регулярным (или 
распознаваемым), если его синтаксический мо-
ноид является конечным моноидом. Регулярный 
язык называется групповым языком, если его 
синтаксический моноид является конечной груп-
пой. Известна следующая проблема (см., напри-
мер, [66, глава 5]): 

Проблема 4.1. Возможна ли классификация 
регулярных языков *A  в соответствии с алгеб-
раическими свойствами их синсинтаксических 
моноидов?  

В [66, глава 5] отмечается, что на пути ре-
шения этой проблемы имеются две трудности: не 
всякий моноид является синтаксическим моно-
идом какого-либо языка и различные языки мо-
гут иметь изоморфные синтаксические моноиды. 
Напомним, что классом регулярных языков   
называется отображение, сопоставляющее каж-
дому конечному алфавиту A некоторое множест-
во *( )A  регулярных языков над *;A  класс ре-

гулярных языков   называется замкнутым от-
носительно: 

(a) булевых операций, если 

* *, , ( )L M L M A L A     

для любых *, ( )M L A  и конечного алфавита A; 

(b) частных, если для каждого языка 
*( )L A  и для каждой пары слов ( , )x y  из *A  

язык 1 1 *{ }x Ly u A xuy L    ∣  принадлежит   

для любого конечного алфавита A; 
(c) обратных морфизмов, если для любого 

морфизма * *: A B   из *( )L B  следует 
1 *( ) ( ).L A   

Класс регулярных языков ,  замкнутый 
относительно булевых операций, частных и об-
ратных морфизмов называется потоком или 
псевдомногообразием языков [66, определение 
5.9]. Формацией языков [67] называется класс 
регулярных языков ,  замкнутый относительно 
булевых операций, частных и удовлетворяющий 
условию: если L – язык из *( )B  и *: B M   – 

его синтаксический морфизм, то для каждого 
морфизма моноидов * *: A B   такого, что 

   сюръективен, язык 1( )L  принадлежит 
*( ).A  

C каждой формацией моноидов F  (соответ-

ственно псевдомногообразием )M  сопоставля-

ется класс языков ( )F  (соответственно 

( )),M  определяемый следующим образом: 
*( )( )AF  (соответственно *( )( ))AM  есть 

множество языков над * ,A  чей синтаксический 
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моноид принадлежит F  (соответственно ),M  

для каждого алфавита A. 
C каждой формацией языков   (соответст-

венно псевдомногообразием )  сопоставляется 

формация моноидов ( )F   (соответственно псев-

домногообразие моноидов ( )),M   порождённая 

синтаксическими моноидами языков из .   
Эйленберг [68] (см. также [66, теорема 

5.11]) в 1976 году установил, что ( ( )) M    и 

( ( )) M M M  для любых псевдомногообразий 

языков   и моноидов .M  В [67] данный резуль-
тат распространен на формации: ( ( )) F    и 

( ( )) F F F  для любых формаций языков   и 

моноидов .F  
Известно описание языков, связанных с 

формациями всех абелевых групп [66], [68], 
нильпотентных групп [69], сверхразрешимых 
групп [70] и разрешимых групп [66], [71]. В ра-
боте [72] было показано, как свести описание 
языков для локальной формации к описанию 
языков для значений её локального экрана. След-
ствия данного результаты были записаны для  
-замкнутых локальных формаций [73], -ло-
кальных формаций [74] и кратно локальных 
формаций [75]. В этих же работах приведен ряд 
открытых проблем. 

Проблема 4.2. Описать языки соответст-
вующие: 

(1) [73] -замкнутым разрешимо насыщен-
ным (композиционным, Бэра-локальным) форма-
циям. 

(2) [74] n-кратно -локальным формациям, 
тотально -локальным формациям. 

(3) [75] Бэра--локальным формациям. 
С данной проблемой естественным образом 

связана 
Проблема 4.3. Описать языки соответст-

вующие -замкнутым n-кратно -локальным 
формациям, -замкнутым тотально -локаль-
ным формациям и -замкнутым Бэра--локаль-
ным формациям. 

На наш взгляд, наиболее интересным пред-
ставляется описание языков соответствующих 
Бэра-локальным (композиционным, разрешимо 
насыщенным) формациям. Отметим, что данные 
формации могут быть выражены с помощью 
значений своего экрана. Ввиду активного разви-
тия в настоящее время теории Z-насыщенных 
формаций, естественно возникает: 

Проблема 4.4. Разработать методы, по-
зволяющие описывать языки, соответствующие 
Z-насыщенным формациям. 

Важным частным примером таких форма-
ций являются ранговые формации. Класс разре-
шимых групп, ранги главных факторов которых 
не превосходят n, 2,n   является примером 

наследственной ненасыщенной Z-насыщенной 
формации. 

Проблема 4.5. Для 2n   описать языки, со-
ответствующие классу разрешимых групп, ран-
ги главных факторов которых не превосходят n. 

Отметим, что при n = 1 в предыдущей про-
блеме получается формация всех сверхразреши-
мых групп.  

Проблема 4.6. Описать языки, соответст-
вующие классам ,w vU U  и .N  

Классы из предыдущих двух проблем явля-
ются псевдомногообразиями. Важной с точки 
зрения теории классов групп является формация 
всех групп, обобщённая высота Фиттинга кото-
рых не превосходит n. При n = 1 данный класс 
является формацией всех квазинильпотентных 
групп. 

Проблема 4.7. Для данного натурального 
числа n описать языки, соответствующие клас-
су групп, обобщённая высота Фиттинга кото-
рых не превосходит n. 

В завершении раздела отметим также серию 
работ [76], [77], в которых изучались классы ин-
версных полугрупп и соответствующие им клас-
сы языков. 
 

5 Классы групп и теоретико множествен-
ные решения уравнения Янга – Бакстера 

Уравнение Янга – Бакстера (YBE) имеет 
большое значение как в чистой математике, так и 
в физике, являясь фундаментальной концепцией 
в этих областях. В частности, оно связано с тео-
рией узлов, группами кос, алгебрами Хопфа, 
квантовыми группами, конечными группами и 
их классами, трёхмерными многообразиями и 
монодромией дифференциальных уравнений. 
Его истоки можно проследить в исследованиях 
Ч. Н. Янга [78] и Р. Дж. Бакстера [79] по стати-
стической механике. 

Подробно с современными методами тео-
рии групп для изучения решений YBE можно 
ознакомиться, например, в монографии [80].  
Напомним, что решение квантового уравнения 
Янга – Бакстера – это биективное линейное ото-
бражение : ,R V V V V    где V – векторное 

пространство, такое что 12 13 23 23 13 12R R R R R R  и 

ijR  обозначает отображение  

,V V V V V V      

действующее как R на (i, j)-м тензорном сомно-
жителе и как тождественное отображение на  
оставшемся сомножителе. Пусть  

:V V V V     

– линейное отображение, для которого 
( )u v v u     для всех , .u v V  Тогда можно 

проверить, что :R V V V V    является ре-
шением квантового уравнения Янга – Бакстера 
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тогда и только тогда, когда R R   удовлетворя-

ет условию 12 23 12 23 12 23.R R R R R R  В этом случае 

говорят, что R  является решением уравнения 
Янга – Бакстера. Если X – базис пространства V, 
а :r X X X X    – биективное отображение, 
для которого  

( id )(id )( id )

(id )( id )(id ),
X X X

X X X

r r r

r r r

   
   

 

то r индуцирует решение уравнения Янга – Бак-
стера. В этом случае говорят, что (X, r) является 
теоретико-множественным решением уравне-
ния Янга – Бакстера, задача изучения которых 
была поставлена в [81]. Решение данной задачи 
было начато в работах [82], [83], где рассматри-
вались невырожденные инволютивные решения 
YBE. Данные работы послужили началом интен-
сивному изучению инволютивных решений YBE. 
Пусть (X, r) – теоретико-множественное решение 
YBE. Тогда обозначают ( , ) ( ( ), ( )).x yr x y y x    

Говорят, что теоретико-множественное решение 
(X, r) уравнения Янга – Бакстера является невы-
рожненным, если все отображения x  и x  яв-

ляются перестановками множества X. Решение 
(X, r) уравнения Янга – Бакстера называется ин-
волютивным, если 2 id.r   Группой перестановок 
решения (X, r) называется подгруппа ( , )X r  

группы Sym( ),X  порождённая биекциями x  

для всех ,x X  то есть  

( , ) Sym( ).xX r x X X     ∣  

Группа G называется инволютивной группой Ян-
га – Бакстера, или кратко IYB-группой, если 
существует решение (X, r) уравнения Янга – Бак-
стера такое, что ( , ).G X r   

В [83, теорема 2.15] установлена разреши-
мость инволютивных групп Янга – Бакстера. 
Изучению свойств класса IYB посвящена работа 
[84], в которой поставлена следующая 

Проблема 5.1. Описать класс IYB инволю-
тивных групп Янга – Бакстера. 

В частности [84, следствия 3.1 и 3.2], этот 
класс замкнут относительно взятия холловых 
подгрупп. В этой же работе изучались произве-
дения инволютивных групп Янга – Бакстера.  
С помощью данных результатов в [85, предло-
жение 4.2] было показано, что IYB замкнут от-
носительно полупрямых произведений с абеле-
выми группами. Как следствие, было установле-
но [85, следствие 4.3], что всякая разрешимая 
группа с абелевыми силовскими подгруппами 
принадлежит IYB. Тем не менее, полное решение 
проблемы 5.1 еще далеко от завершения. Анализ 
работ показывает значительную роль методов 
изучения факторизаций групп при решении про-
блемы 5.1. Поэтому естественно возникает: 

Проблема 5.2. Пусть группа представлена в 
произведение своих попарно перестановочных 
подгрупп. При каких условиях на них группа бу-
дет инволютивной группой Янга – Бакстера? 

В [84, следствия 3.8] показано, что всякая 
нильпотентная группа является подгруппой 
нильпотентной IYB-группы. Тем не менее [86], 
существует нильпотентная группа, не являющая-
ся IYB-группой.  

Проблема 5.3. Описать наименьшую (на-
следственную) Z-насыщенную (насыщенную) 
формацию, содержащую класс IYB. 

Из предыдущих результатов следует, что 
наименьшая наследственная Z-насыщенная (на-
сыщенная) формация, содержащая все нильпо-
тентные IYB-группы, совпадает с классом ниль-
потентных групп. 

Напомним [87], что косым левым брейсом 
называется тройка ( , , ),A    в которой ( , )A   и 

( , )A   являются (не обязательно абелевыми) 

группами и  

( ) ( ) ( )a b c a b a a c       

выполняется для всех , , .a b c A  Группы ( , )A   и 

( , )A   называются соответственно аддитивной и 

мультипликативной группами косого левого 
брейса A. 

Пусть X – класс групп. Косой брейс A назы-

вается косым брейсом типа X, если его аддитив-

ная группа принадлежит X. Косые левые брейсы 

типа A, где A – класс всех абелевых групп, назы-

ваются левыми брейсами и были введены в [88]. 
В [89] группу G назвали XYB-группой, если G 

изоморфна мультипликативной группе косого 
левого брейса типа X. Согласно [84, теорема 

2.1 (vi)], группа ( , )G   является IYB-группой то-

гда и только тогда, когда на G можно определить 
бинарную операцию + так, что ( , , )G    является 

левым брейсом. 
Произведения XYB-групп изучались в ра-

боте [89]. Отметим, что с косыми левыми брей-
сами естественным образом связаны тройные 
факторизации групп, т. е. факторизации групп 
типа G = AB = AC = BC, которые изучались в [90]. 

В работе [91] изучались длины косых левых 
брейсов, в том числе в некоторой степени анало-
гичных обобщенной высоте Фиттинга. Поэтому 
естественно возникает  

Проблема 5.4. Перенести методы теории 
длин групп на косые левые брейсы. 
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