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Аннотация. Рассмотрена задача о вынужденных колебаниях пятислойного симметричного по толщине стержня под 
действием локальной равномерно распределенной поверхностной нагрузки. Три несущих слоя (центральный и два 
внешних) предполагаются тонкими, высокопрочными. Для них приняты гипотезы Бернулли. В двух относительно  
толстых легких заполнителях выполняется гипотеза Тимошенко, т. е. учитывается дополнительный сдвиг нормали. 
Система дифференциальных уравнений колебаний выведена вариационными методами. Аналитическое решение  
задачи получено с помощью разложения искомых перемещений в ряд по построенной системе собственных ортонор-
мированных функций. Проведен параметрический анализ зависимости перемещений от длины пятна нагрузки,  
материалов несущих слоев и заполнителей. 
 
Ключевые слова: симметричный пятислойный стержень, локальная нагрузка, колебания, параметрический анализ 
перемещений. 
 
Для цитирования: Будникова, Д. А. Колебания пятислойного стержня под действием локальной нагрузки /  
Д. А. Будникова // Проблемы физики, математики и техники. – 2026. – № 2 (67). – С. 17–22. – DOI: https://doi.org/ 
10.54341/20778708_2026_2_67_17. – EDN: ESGYJF 
 
Abstract. This paper examines the problem of forced vibrations of a five-layer rod symmetric in thickness under a local,  
uniformly distributed surface load. The three load-bearing layers (the central layer and the two outer layers) are assumed to be 
thin and high-strength. Bernoulli’s assumptions are adopted for them. In the two relatively thick lightweight fillers,  
Timoshenko’s assumption is applied, i. e., additional shear of the normal is taken into account. The system of differential  
equations of vibration is derived using variational methods. An analytical solution to the problem is obtained by expanding the 
sought displacements into a series based on a constructed system of eigenfunctions. A parametric analysis of the dependence of 
displacements on the length of the load patch, the materials of the load-bearing layers, and the fillers is performed. 
 
Keywords: symmetrical five-layer rod, localized load, vibrations, parametric displacement analysis. 
 
For citation: Budnikova, D. A. Vibrations of a five-layer rod under the action of a local load / D. A. Budnikova // Problems of 
Physics, Mathematics and Technics. – 2026. – № 2 (67). – P. 17–22. – DOI: https://doi.org/10.54341/20778708_2026_2_67_17 
(in Russian). – EDN: ESGYJF 

 
 

Введение 
Разработке методов расчета слоистых кон-

струкций на различные виды и типы нагрузок 
посвящен ряд публикаций. В монографиях [1]–
[3] предложены различные подходы к построе-
нию расчетных моделей слоистых конструкций, 
выполненных из композитных материалов, про-
являющих в процессе деформирования упругие и 
пластические свойства. Тонкие несущие слои 
приняты достаточно жесткими, для них выпол-
няются гипотезы Кирхгофа. Заполнители легкие, 
в них справедлива гипотеза Тимошенко, т. е. 
учитывается деформация относительного сдвига. 
Прикладные проблемы применения и расчета 
неоднородных конструкций рассматривались в 
[4], [5].  

Динамическое деформирование трехслой-
ных цилиндрических оболочек под действием 
локальных нагрузок исследовалось в статье [6], 
[7]. Анализ собственных и вынужденных коле-
баний трехслойных стержней приведен в [8]. 
Колебания трех- и пятислойных круговых пла-
стин при внешнем воздействии рассмотрены в 
работах [9]–[12]. Решения задач динамики полу-
чены методом разложения искомых перемеще-
ний в ряды по системам собственных функций.  

Дисперсионные и энергетические характе-
ристики изгибных волн в упругой пластине, ле-
жащей на двухпараметрическом упругом осно-
вании, исследованы в статье [13].  

Постановки и решения краевых задач о  
квазистатическом деформировании трехслойных 
упругих стержней и круговых пластин,  
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взаимодействующих с упругими однопараметри-
ческими и двухпараметрическими основаниями, 
предложены в публикациях [14]–[16]. Изгиб 
трехслойных упругопластических пластин при 
термосиловых нагрузках рассмотрен в [17]. Де-
формирование упругой пятислойной симметрич-
ной по толщине круговой пластины под действи-
ем непрерывной нагрузки исследовано в [18].  

Собственные колебания пятислойных сим-
метричных по толщине стержней рассмотрены в 
работах [19]–[23]. Изучены собственные частоты 
и формы колебаний, построены системы собст-
венных ортонормированных функций.  

Представленная работа посвящена анализу 
динамического поведения пятислойного симмет-
ричного стержня, находящегося под действием 
мгновенно приложенной локальной нагрузки. 

 
1 Постановка задачи 
Рассматривается задача о вынужденных ко-

лебаниях пятислойного симметричного по тол-
щине стержня (рисунок 1.1) под действием ло-
кальной поверхностной нагрузки, равномерно 
распределенной на отрезке 0 ≤ х ≤ b: 

 0 0( , ) ( ),q x t q H b x   (1.1) 

где q0 = const; H0(b – x) – функция Хэвисайда. 
Три несущих слоя 1, 2, 4 (центральный и 

два внешних) предполагаются тонкими, высоко-
прочными. Для них приняты гипотезы Бернулли. 
В двух относительно толстых легких заполните-
лях 3, 5 выполняется гипотеза Тимошенко, т. е. 
учитывается дополнительный относительный 
сдвиг нормали.  

Система дифференциальных уравнений, 
описывающая вынужденные колебания симмет-
ричного по толщине пятислойного стержня, сле-
дует из соответствующих уравнений свободных 
колебаний [22] при добавлении внешней нагруз-
ки (1.1): 
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где запятая в индексе обозначает операцию диф-
ференцирования по следующей за ней координа-
те; коэффициенты  
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2h1 – толщина центрального слоя, h2 – толщина 
внешних слоев, с – толщина заполнителей;  
Gk, Kk – модули сдвига и объемного деформиро-
вания материалов слоев.  

Для замыкания начально-краевой задачи 
необходимо к уравнениям движения (1.2) доба-
вить начальные и граничные условия. В качестве 
начальных принимаются однородные условия  

 ,0( ) 0,w x   ,0( ) 0.w x   (1.3) 

При жесткой заделке торцов стержня x = 0; l 
должны выполняться требования 

(0 ) (0 ) , ( ,, , ) 0,0xt t tw w     

( ) ( ), , , ( ) 0, .xl w l wt lt t     

В случае шарнирного опирания граничные 
условия следующие: 

(0 ) (0 ) (0 ) 0, ,, ,t tw M t     

 ( ) ( ) ( ) 0., , ,t t tl w l M l     (1.4) 

 
2 Решение задачи 
После некоторых преобразований из систе-

мы (1.2) выделяется отдельное уравнение для 
прогиба, а относительный сдвиг выражается че-
рез его производную:  

 

 
 

Рисунок 1.1 – Расчетная схема пятислойного стержня 
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В общем случае прогиб, относительный 
сдвиг и нагрузка в пятислойном стержне раскла-
дывается в ряд по системе собственных функций, 
полученной в [22] для случаев заделки (1.4) и 
шарнирного опирания (2.1) торцов стержня: 
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dn – ортонормирующие множители; n – собст-
венные числа, которые связаны с частотами ко-

лебаний ωn формулой  4 2 2
1 0 4 1 2 .n na M a a a     

Выражения для коэффициентов разложения 
нагрузки в ряд qn(t) получим, умножив третье из 
соотношений в (2.2) на vn и проинтегрировав его 
по длине стержня: 
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В силу ортонормированности системы собствен-
ных функций имеем 
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Подставив в уравнение (2.1) выражение для про-
гиба и нагрузки (2.2) получим:  
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Из дифференциального уравнения собст-
венных колебаний [22] следует 

 4, .n хххх n nv v   (2.5) 

Уравнение (2.4), с учетом (2.5), принимает вид 
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После сокращения получим 

 2

0

( ( ) ( ) ( )) 0.n n n n n
n

v T t T t q t
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Уравнение (2.6) должно выполняться в каж-
дый момент, поэтому функция времени будет 
удовлетворять следующему дифференциальному 
уравнению второго порядка: 

 2 .n n n nT T q   (2.7) 

Общее решение уравнения (2.7) известно [1]: 

( ) cos( ) sin( )n n n n nT t A t B t      
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Следует отметить, что наличие интеграль-
ного слагаемого в (2.8) не влияет на величины 
коэффициентов An, Bn, т. к. оно при t = 0 обраща-
ется в ноль. 

Подставив нагрузку (1.1) в формулу (2.3), 
получим параметры ее разложения в ряд по сис-
теме собственных функций: 
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После взятия интегралов имеем 
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Функция времени (2.8) при локальной рав-
номерно распределенной нагрузке и однородных 
начальных условиях (1.3) принимает вид 
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Следовательно, функция времени определя-
ется формулой 
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   2
( ) 1 cos ,n

n n
n

q
T t t  


 (2.10) 

где коэффициенты qn определяются выражением 
(2.9). 

 
3 Численные результаты 
Прогиб и относительный сдвиг рассчитыва-

лись по формулам (2.2), с учетом функции (2.10) 
в случае граничных условий (1.4). При суммиро-
вании рядов (2.2) учитывались первые 10 членов, 

как это было показано при исследовании их схо-
димости [22]. 

Собственные частоты колебаний ωn и соб-
ственные числа βn для защемленного стержня 
единичной длины базового пакета (Д16-Т – фто-
ропласт-4 – Д16-Т – фторопласт-4 – Д16-Т) при-
ведены в таблице 3.1 при h1 = h2 = 0,01; c = 0,1. 
Упругие характеристики этих и других исполь-
зуемых материалов (МПа): Д16-Т – K = 0,8 105, 
G = 0,2671ּּ 105; фторопласт-4 – K = 345, G = 90; 
титановый сплав – K = 1,04ּּ 105, G = 0,41 105; 
пенополиуретан – K = 4,5, G = 11,76. 

 

 
 

а) прогиб б) сдвиг 
 

Рисунок 3.1 – Изменение перемещений по длине стержня при различных размерах b пятна нагрузки:  
1 – b = 0,25; 2 – b = 0,5; 3 – b = 1 

 

Таблица 3.1 – Собственные числа и частоты 
 

Но-
мер n 

n  ,n  с-1 Но-
мер n 

n  ,n  с-1 

0 4,730 310,9 7 26,704 9908,4 
1 7,853 856,9 8 29,845 12376,9
2 10,995 1679,9 9 32,987 15119,8
3 14,137 2777,1 10 36,128 18136,9
4 17,279 4148,5 11 42,412 24993,9
5 20,420 5794,2 12 45,553 28833,9
6 23,562 7714,2 13 48,695 32948,1

 
Рисунок 3.1 иллюстрирует изменения про-

гиба – а и относительного сдвига – б вдоль 
стержня в зависимости от длины пятна нагрузки 
(t =  / 0). Увеличение длины в два раза вызыва-
ет рост прогиба и смещение экстремума к сере-
дине стержня. При нагрузке, распределенной по 
всему стержню, прогиб увеличивается в два раза. 
Аналогичная картина наблюдается для относи-
тельного сдвига. 

На рисунке 3.2 приведены графики измене-
ния прогиба в центральном сечении стержня 
(х = l / 2) в зависимости от длины b пятна равно-
мерно распределенной нагрузки q = 1,5 МПа 

 
 

Рисунок 3.2 – Изменение перемещений от длины 
пятна нагрузки b: 1 – Д16Т – фторопласт-4 – 

Д16-Т – фторопласт-4 – Д16Т; 2 – титан –  
фторопласт-4 – Д16-Т – фторопласт-4 – титан; 

3 – Д16Т – пенополиуретан – Д16-Т –  
пенополиуретан – Д16Т 

 
Кривые соответствуют следующим пакетам 

слоев: 1 – Д16Т – фторопласт-4 – Д16-Т – фторо-
пласт-4 – Д16Т (базовый пакет); 2 – титан –  
фторопласт-4 –  Д16-Т – фторопласт-4  –  титан;  
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а) b = 0,5 б) b =1 

 

Рисунок 3.3 – Изменение прогиба во времени при различных размерах b пятна нагрузки: 
1 – базовый пакет; 2 – титан – фторопласт-4 – Д16-Т – фторопласт-4 – титан; 

3 – Д16Т – пенополиуретан – Д16-Т – пенополиуретан – Д16Т 
 
3 – Д16Т – пенополиуретан – Д16-Т – пенополиу-
ретан – Д16Т. При замене дюралюминия во 
внешних слоях на титановый сплав максималь-
ный прогиб уменьшается на 8,1%. Использование 
в качестве заполнителей пенополиуретана, более 
легкого и менее жесткого чем фторопласт-4, осо-
бых изменений в график не вносит, т. к. основную 
нагрузку воспринимают жесткие несущие слои. 
Рисунок 3.3 иллюстрирует изменения прогиба во 
времени при различных размерах b пятна на-
грузки: 1 – Д16Т – фторопласт-4 – Д16-Т – фто-
ропласт-4 – Д16Т; 2 – титан – фторопласт-4 – 
Д16-Т – фторопласт-4 – титан; 3 – Д16Т – пено-
полиуретан – Д16-Т – пенополиуретан – Д16Т. 
Использование титана в качестве несущих слоев 
приводит к уменьшению амплитуды на 12–14%. 
С пенополиуретановыми заполнителями ампли-
туда колебаний увеличивается незначительно, 
частота возрастает в 2 раза. Увеличение пятна 
нагрузки в 2 раза не изменяет характер колеба-
ний, возрастает только амплитуда в 2 раза. 

 
Заключение 
Разработанная механико-математическая 

модель вынужденных колебаний пятислойного 
симметричного по толщине стержня при локаль-
ных мгновенно приложенных нагрузках позволя-
ет исследовать параметры динамического де-
формирования в зависимости от геометрических 
размеров, упругих свойств материалов слоев и 
размеров пятна нагрузки. 
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