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Аннотация. Предложена постановка начально-краевой задачи о вынужденных колебаниях пятислойной несимметричной 
по толщине круговой пластины под действием мгновенно приложенной локальной нагрузки, распределенной по кругу. 
Центральный и внешние несущие слои предполагаются тонкими, подчиняющимися гипотезам Кирхгофа.  
Два относительно толстых заполнителя легкие, для них справедлива гипотеза Тимошенко. Система дифференциальных 
уравнений движения получена вариационным методом. Аналитическое решение задачи построено методом 
разложения искомых перемещений в ряд по системе собственных ортонормированных функций. Проведен численный 
анализ полученного решения. 
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Введение 
Современные тенденции в транспортном 

машиностроении и строительстве характеризу-
ются постоянным поиском материалов и конст-
рукций, сочетающих высокую удельную проч-
ность, жесткость и функциональную эффектив-
ность. В этом контексте многослойные компо-
зитные конструкции, в частности трехслойные и 
пятислойные пластины, нашли широкое приме-
нение благодаря своей способности оптимизиро-
вать массо-габаритные характеристики при од-
новременном обеспечении требуемых несущих 
свойств, термической и акустической изоляции.  

В последние годы наблюдается повышен-
ный интерес к применению и расчету композит-
ных элементов конструкций, чему посвящены 
фундаментальные монографии по механике де-
формируемого твердого тела и терморадиацион-
ному деформированию трехслойных элементов 

[1]–[5]. В них изложены современные подходы к 
выбору кинематических гипотез несущих слоев и 
заполнителей, анализируются возможности опи-
сания физически нелинейного и реономного де-
формирования материалов слоев, повреждаемо-
сти при циклических нагружениях, изложена 
асимптотическая теория термоупругого поведе-
ния пластин и оболочек. Теоретической базой 
для подобных исследований служат классиче-
ские и современные курсы сопротивления и ме-
ханики материалов [6]–[8]. 

Деформирование упругих и упругопласти-
ческих трехслойных стержней в температурном 
поле рассмотрено в статьях [9], [10]. Исследова-
нию изгиба трехслойных пластин на упругом 
основании посвящены публикации [11]–[13]. 
Характеристики изгиба сэндвич-панелей с ячеи-
стым заполнителем исследованы в [14]. Дефор-
мирование круговых трехслойных пластин со 
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сжимаемым заполнителем или нагруженных в 
своей плоскости изучено в [15]–[16]. Аналитиче-
ское решение и численное исследование задачи 
об изгибе круглой пятислойной пластины ло-
кальной нагрузки приведено в [17].  

Динамике цилиндрических и сферических 
оболочечных структур, а также нестационарному 
контактному взаимодействию упругих тел по-
священы работы [18]–[21]. Работы [22], [23] по-
священы исследованию собственных колебаний 
трехслойных и пятислойных стержней.  

Разработке математических моделей и ре-
шению задач о собственных колебаниях пяти-
слойных круговых пластин с различными типами 
заполнителей и несущих слоев посвящены пуб-
ликации [24]–[29]. Вынужденные колебания в 
настоящее время не исследованы.  

В предлагаемой работе рассмотрены выну-
жденные колебания пятислойных круговых пла-
стин под действием мгновенно приложенной 
локальной равномерно распределенной нагрузки.  

 
1 Постановка задачи 
Постановка начально-краевой задачи про-

ведена в цилиндрической системе координат, 
связанной со срединной плоскостью центрально-
го слоя. Пластина состоит из трёх высокопроч-
ных несущих слоёв (центрального и двух внеш-
них), деформация которых подчиняется гипотезе 
Кирхгофа, и двух толстых лёгких заполнителей, 
в которых справедлива гипотеза Тимошенко 
(нормаль остаётся прямой, но не перпендикуляр-
ной срединной поверхности слоя). Нормали в 
заполнителях поворачиваются на некоторые до-
полнительные углы i(r, t) (i = 1, 2) – относи-
тельные сдвиги (рисунок 1.1). Слои идеально 
склеены, что исключает взаимное проскальзыва-
ние. Деформации предполагаются малыми, рабо-
та касательных напряжений в заполнителях пре-
небрегается. На контуре пластины предполагает-
ся наличие жесткой диафрагмы, которая препят-
ствует относительному сдвигу слоев (ψi = 0 при 
r = r0).  

Предполагается, что осесимметричная на-
грузка q(r, t) действует локально по кругу на вне-
шнюю поверхность верхнего несущего слоя (2): 

 0 0( , ) ( ),q r t q H b r   (1.1) 

где q0 = const, 0 ( )H b r  – функция Хэвисайда 

[1], которая отлична от нуля в интервале [0, b]. 
Искомыми функциями являются: прогиб 

пластины w(r, t), относительные сдвиги в запол-
нителях ψi(r, t) и радиальное перемещение сре-
динной плоскости внутреннего несущего слоя 
u(r, t). Они не зависят от угловой координаты φ в 
силу осесимметричности нагрузки. Радиальные 
перемещения изменяются линейно по толщине 
каждого слоя,  
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тангенциальные смещения в этих слоях (uφ
(k) = 0, 

k = 1, 2, 3, 4, 5 – номер слоя) отсутствуют. 
В работе [28] были исследованы собствен-

ные колебания рассматриваемой пластины.  
В данном случае система уравнений движения 
будет отличаться наличием локальной распреде-
ленной нагрузки (1.1) в правой части четвертого 
уравнения: 

2 1 2 3 1 4 2L ( , ) 0,ra u a w a a       

2 3 5 6 1L ( , ) 0,ra u a w a   

 

 
 

Рисунок 1.1 – Расчетная схема пятислойной пластины под действием локальной нагрузки 
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2 4 7 8 2L ( , ) 0,ra u a w a      
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где ai – коэффициенты, выраженные через гео-
метрические и упругие характеристики слоев 
[28]; запятая в нижнем индексе обозначена про-
изводная по радиальной координате; L2, L3 – 
дифференциальные операторы 
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При замыкании начально-краевой задачи к 
системе уравнений (1.1) необходимо добавить 
граничные: 

 u = ψ1 = ψ2 = w = w,r = 0, при r = r0, (1.3) 

и начальные условия: 

 w = 0,  w  = 0, при t = 0. (1.4) 

Таким образом, начально-краевая задача о 
вынужденных колебаниях пятислойной несим-
метричной круговой пластины при локальной 
равномерно распределенной нагрузке описыва-
ется системой уравнений движения (1.2), гра-
ничными (1.3) и начальными условиями (1.4). 
 

2 Решение начально-краевой задачи 
Решение задачи о вынужденных колебаниях 

круговой пятислойной пластины проводится с 
помощью разложения искомых перемещений 
u(r, t), ψ1(r, t), ψ2(r, t), w(r, t) и внешней нагрузки 
q(r, t) в ряды по системам собственных ортонор-
мированных функций :nv  
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Tn(t) – искомая функция времени. 

Равномерная сходимость рядов (1.5), гаран-
тированная полнотой применяемых систем соб-
ственных функций, позволяет рассматривать 
искомые функции как непрерывные и дифферен-
цируемые.  

Для получения выражений коэффициентов 
в разложении внешней нагрузки в ряд по системе 
собственных функций qn(t) умножим последнее 
из соотношений (2.1) на собственную функцию 

( )n nv r и выполним интегрирование вдоль ра-

диуса пластины:  
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Полученная система собственных функций 
является ортонормированной, поэтому 
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Следовательно, в правой части уравнения 
(2.2) отличен от нуля только коэффициент  
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Система дифференциальных уравнений 
(1.2) после линейных преобразований и двукрат-
ного интегрирования первых трех уравнений 
приводится к виду: 
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где  
2

6 8 4 4 6 5/ ( ).D a a b b b b   

Подставив прогиб и нагрузку из (2.1), (2.3) в 
четвертое уравнение системы (2.4), имеем 
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Собственные функции ( )n nv r  удовлетво-

ряют уравнению [29]: 

 4
3L ( , ) 0.n r nv v   (2.6) 
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Подставим (2.6) в (2.5) и с учетом 
4 4 2 ,M    получим  
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Приравнивая коэффициенты перед собст-
венными ортонормированными функциями в 
(2.7), получим уравнение для определения иско-
мой функции времени Tn(t), входящей в (2.1): 

 2 .n n n nT T q   (2.8) 

Решение уравнения (2.8) будет следующим  
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В нашем случае, при однородных началь-
ных условиях (1.4) коэффициенты An, Bn нуле-
вые. Подставив нагрузку (1.1) в формулу (2.3), 
получим выражение для параметров qn(t): 
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Отсюда 
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При постоянной нагрузке q0 и нулевых на-
чальных условиях движения функция времени 
Tn(t) (2.9) с учетом (2.10) принимает вид: 
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Таким образом, искомые перемещения в пя-
тислойной пластине следуют из соотношений 
(2.1) с учетом функции времени (2.11). При b = r0 
из (2.11) следует функция времени в решении 
задачи о колебаниях пятислойной пластины при 
нагрузке, распределенной по внешней поверхно-
сти верхнего слоя.  

 
3 Численные результаты 
Числовые результаты приведены для рас-

сматриваемой пластины единичного радиуса  
(r0 = 1 м). Материалы слоев: для несущих – Д16Т, 
для заполнителей – фторопласт-4. Толщины:  
h2 = 0,01; h4 = 0,03; h1 = 0,02; h3 = 0,2; h5 = 0,2.  

Рисунок 3.1 иллюстрирует изменение про-
гиба w(r, t0) – а, радиального перемещения u(r, t0) – 
б и относительных сдвигов ψ1(r, t0), ψ2(r, t0) – в, г 
вдоль радиуса пластины при радиусах пятна на-
грузки: 1 – b = 0,5; 2 – b = 1. Интенсивность на-
грузки – q0 = 70 кПа. Графики соответствуют 
моменту времени t0 = π / ω0 = 0,017 с, при кото-
ром достигается максимум функции (4.13) при 
частоте основного тона ω0. При вычислении пе-
ремещений по формулам (2.1) суммировались 
первые пять членов ряда. При росте радиуса пят-
на нагрузки в 2 раза перемещения увеличивались 
примерно на 57–67%.  

 

 
 

 
 

Рисунок 3.1. – Изменение перемещений при мгновенном приложении нагрузки: 1 – b = 0,5, 2 – b = 1 
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Заключение 
Разработанная механико-математическая 

модель вынужденных колебаний круговой не-
симметричной по толщине пятислойной пласти-
ны при локальных мгновенно приложенных на-
грузках позволяет исследовать ее параметры ди-
намического деформирования в зависимости от 
геометрических размеров, упругих свойств мате-
риалов слоев и размеров пятна нагрузки. Полу-
ченные результаты могут быть использованы в 
расчетной практике машиностроительных пред-
приятий и транспортных комплексов.  
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