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Аннотация. Проанализировано поведение семейств изотерм чёрных дыр Райсснера – Нордстрёма (РН) и Борна –  
Инфельда (БИ) в пространстве анти-де Ситтера (АдС) на основе термодинамических уравнений состояния (УС) вида 
P = P (T, r+), параметризованных горизонтом событий r+. Показано, что у БИ-АдС чёрных дыр, в отличие от РН-АдС 
чёрных дыр, в семействе изотерм присутствуют две критические изотермы: одна с «ван-дер-ваальсовским» (вдВ),  
а другая с «неван-дер-ваальсовским» (нвдВ) характером происхождения. 
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Введение  
Термодинамические исследования чёрных 

дыр (ЧД) начались с работ Бекенстайна [1], Хо-
кинга и Пэйджа [2]. Предположение о наличии у 
ЧД электрического заряда [3] привело к обнару-
жению схожести фазовых диаграмм ЧД и ван-
дер-ваальсовской жидкости. Что, в свою очередь, 
позволило сделать предположение о возможной 
схожести термодинамического поведения и по 
другим параметрам. Заметный вклад в понима-
ние термодинамики и механики чёрных дыр был 
сделан в статье [4], а подробный сравнительный 
анализ их поведения при джоуль-томсоновском 
расширении с поведением ван-дер-ваальсовской 
жидкости проделан в работах [5]-[7] и с поведе-
нием жидкости Редлиха – Квонга в статье [8]. 

В данной работе будет показана специфика 
поведения семейства изотерм БИ-АдС чёрной 
дыры, заключающаяся в присутствии в нём двух 
критических изотерм с различным характером 
формирования.  

При этом мы будем использовать общепри-
нятые для данной области теоретической физики 
значения фундаментальных констант  

1.N BG k c     

В начале проиллюстрируем ван-дер-вааль-
совский тип семейства изотерм на примере  
РН-АдС чёрных дыр в двух различных физиче-
ских ситуациях: изолированность и погружение 
в тёмную материю. 

 
1 ЧД с семействами изотерм ван-дер-

ваальсовского типа 
Обратимся к статичной заряженной или 

РН-АдС чёрной дыре, геометрия пространства-
времени которой определяется метрикой [5]  
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  
2 2

2 2

2
1 ,

M Q r
f r

r r l
     (1.1) 

ФИЗИКА



О. В. Новикова, Г. Ю. Тюменков 
 

                 Проблемы физики, математики и техники, № 2 (67), 2026 36 

где 2 2 2 2θ sin (θ) φ ,d d d    а l, M и Q – анти-де 

ситтеровский радиус, масса и заряд чёрной ды-
ры. Радиус горизонта событий r  находится, как 

наибольший корень уравнения   0.f r   Масса 

чёрной дыры M отождествляется с энтальпией Н 
и  
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Тогда выражения (1.1) и (1.2) приводят к уравне-
нию состояния (УС) вида ( , ; )P P r T Q  при 

стандартной связи с объёмом V: 
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Математическим определением критической 
точки, как точки перегиба изотермы и точки 
схождения экстремумов, является одновремен-
ное выполнение двойного условия  
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приводящего к критическим параметрам  
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Например, при Q = 2 они имеют следующие зна-
чения 0,02166;CT   48,29 10 ;CP    4,89.Cr   

На основании УС (1.3) и условий (1.5) по-
лучаем семейство изотерм, представленное на 
рисунке 1.1.  
 

 
 

Рисунок 1.1 – Изотермы РН-АдС ЧД в случае  
Q = 2: Т1  = 0,02500; ТС = 0,02166 (критическая); 

ТB = 0,01531 (бойлевская); Т2 = 0,01400 
 

Видно, что поведение представленных на 
рисунке 1.1 изотерм, среди которых критическая, 
бойлевская и даже содержащая область отрица-
тельных давлений, качественно повторяют пове-
дение аналогичных изотерм жидкостей, описы-
ваемых не только УС Ван-дер-Ваальса, но и УС 
Дитеричи-II, УС Бертло и УС Редлиха – Квонга, 

а также ряда УС с температурной параметриза-
цией, например, УС Пенга – Робинсона и УС 
Соаве – Редлиха – Квонга. 

Для изотерм, помимо указанных специаль-
ных точек C и B, характерно наличие физиче-
ских горизонтальной и вертикальной асимптот 
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На изотермах ниже критической присутст-
вуют нефизические участки, на которых 
(∂P / ∂r+)T > 0, а также очевидно положение изо-
термы-изобары фазового перехода, следующее из 
правила Максвелла. Вполне допускается возмож-
ность присутствия метастабильных состояний. 

Далее усложним ситуацию и поместим РН-
АдС чёрную дыру в тёмную материю, обладаю-
щую свойствами идеальной жидкости (ИЖТМ), 
характеризуемой обобщённой координатой 
 0 >  [6].  

Это приводит к изменениям в (1.1) и теперь  
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Обобщённой координате λ соответствует обоб-
щённая сила A, определяемая как 
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В рассматриваемом случае формулы (1.7) и 
(1.8) на горизонте событий дают выражение для 
массы 
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дифференциал которой теперь имеет вид  

 λ.dM dH TdS VdP ФdQ Ad      (1.10) 

Используя (1.9) и (1.10), можно получить темпе-
ратуру Т и уравнение состояния  ,P P r T  при 

той же связи с объёмом 
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Применение условия для критических парамет-
ров (1.4) в (1.11) приводит к их значениям  
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УС (1.11) и выражения для критических па-
раметров (1.12)–(1.14) в случае Q = 1 и λ = 0,5 
приводят к изотермам, изображенным на ри-
сунке 1.2.  
 

 
 

Рисунок 1.2 – Изотермы РН-АдС ЧД в ИЖТМ 
при Q = 1 и λ = 0,5: Т1 = 0,08500; ТС = 0,07071 

(критическая); ТB = 0,04850 (бойлевская);  
Т2 = 0,04500  

 
При этом критическое давление 37,73 10CP   и 

критический горизонт событий 1,83Cr  . Схо-

жесть поведения изотерм с предыдущим случаем 
очевидна, включая наличие асимптот (1.6). По-
ведение остаётся ван-дер-ваальсовским и не тре-
бует дополнительного комментария. 
 

2 Семейство изотерм БИ-АдС чёрной дыры 
Рассмотрим БИ-АдС ЧД, возникающую как 

решение уравнения Эйнштейна для случая нели-
нейной электродинамики при условии устране-
ния сингулярности электромагнитного поля в 
центре дыры путем использования фундамен-
тальной длины β, накладывающей ограничение 
на напряженность поля.  

Космологическая константа ,  сохраняя 
характерную для АдС- пространства связь с дав-
лением P, теперь связана с его размерностью D 
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Метрика приобретает вид  
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с квадратом дифференциала телесного угла 
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нившуюся  f r  [7], также зависящую от D 
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где  2 1 , ; ;F a b c z  – гипергеометрическая функ-

ция. Дополнительно в (2.3) введены две новые 
переменные, связанные с массой и зарядом 
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Тогда на горизонте событий из (2.3)–(2.5) масса 
задаётся выражением  
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а связь объёма с горизонтом событий имеет вид 
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На основе (2.6) при учёте (2.3)–(2.5) получаем 
выражение для температуры и уравнение со-
стояния  , :P r T  
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в которых мы используем параметр 
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следующий из (2.3) для горизонта событий.  
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Далее, применяем условие (1.4) к (2.7) с 
учётом (2.8). Для расчётов и визуализации ре-
зультатов используем пакет Wolfram Mathema-
tica в частном физически оправданном случае 
D = 4, для которого выполняется Q = q, фикси-
руя фундаментальную длину на уровне β = 10, 
что опирается на данные работы [7]. И получаем 
кривые семейства изотерм для рассматриваемого 
случая (рисунок 2.1).      
 

 
 

Рисунок 2.1 – Изотермы БИ-АдС ЧД при D = 4, 
β = 10, Q = q = 0,04: Т1 = 1,30;  
ТС1 = 1,14662 (вдВ критическая);  

ТС2 = 1,01 (нвдВ критическая); с Т2 = 0,70 
 
Очевидно наличие двух критических точек С1 и 
С2 на изотермах с указанными температурами, 
которым соответствуют следующие критические 
давления и критические горизонты событий: 

1 2,38;CP   1 0,083;Cr   2 1,23;CP   2 0,044.Cr   

Также заметно, что у изотерм БИ-АдС ЧД 
присутствует нефизическая асимптотика вблизи 
ноля горизонта событий, противоположная асим-
птотике изотерм РН-АдС ЧД, то есть  

 
0

, ; , .
r

P r T Q


 
    

«Ван-дер-ваальсовское» происхождение изо-
термы с критической точкой С1 легко подтвер-
дить фактом сближения локальных экстремумов 
с ростом температуры и наличием нефизической 
области изотермы с (∂P / ∂r+)T > 0 между ними, 
что явно показано на рисунке 2.2. 
 

 
 

Рисунок 2.2 – Изотермы БИ-АдС ЧД при D = 4,  
β = 10, Q = q = 0,04: экстремумы сходятся к точке 

С1 с ростом температуры 

 

 
 

Рисунок 2.3 – Изотермы БИ-АдС ЧД при D = 4,  
β = 10, Q = q = 0,04: экстремумы сходятся к точке 

С2 с понижением температуры 
 

«Неван-дер-ваальсовское» происхождение 
изотермы с критической точкой С2 также оче-
видно: сближение локальных экстремумов про-
исходит с понижением температуры, и только 
участки изотерм между ними являются физиче-
скими с (∂P / ∂r+)T < 0, что продемонстрировано 
на рисунке 2.3. Возможность реализации фазово-
го перехода или же метастабильных состояний 
отсутствует. 
 

Заключение 
Таким образом, в данной работе на примере 

чёрных дыр видов РН-АдС и РН-АдС в ИЖТМ 
показаны действительно «ван-дер-ваальсовские»: 
поведение изотерм с возможностью фазового 
перехода и наличия метастабильных состояний, 
характер формирования критической точки пу-
тем схождения экстремумом при росте темпера-
туры и физически корректное асимптотическое 
поведение.  

На этом фоне продемонстрирована специ-
фика семейства изотерм БИ-АдС чёрных дыр, 
связанная с наличием в нём двух критических 
изотерм «ван-дер-ваальсовскиого» и «неван-дер-
ваальсовского» происхождения и поведения. Во 
втором случае отсутствует возможность фазово-
го перехода, не возникают метастабильные со-
стояния, формирование критической точки идёт 
путем схождения экстремумом при понижении 
температуры. Для всего семейства изотерм воз-
никает физически некорректное асимптотиче-
ское поведение вблизи нуля горизонта событий. 
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