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Аннотация. В статье изучаются гомоморфизмы полиадических группоидов специального вида, то есть полиадических 
группоидов с l-арной операцией s, , k, которая называется полиадической операцией специального вида и определяется 
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Введение 
Полиадическим группоидом специального 

вида называют [1] универсальную алгебру 
< Ak, s, , k > с одной l-арной операцией s, , k, где 
l = s(n – 1) + 1, которая определяется на декарто-
вой степени Ak n-арного группоида < A,  > с 
помощью подстановки  множества {1, , k} и 
n-арной операции  следующим образом. 

Пусть < A,  > – n-арный группоид, 

n  2, s  1, l = s(n – 1) + 1, k  2,   Sk. 

Определим на Ak вначале n-арную операцию 

1, , k(x1  xn) = 

= 1, , k((x11, , x1k)  (xn1, , xnk)) = 

= ((x11x2(1)  1 (1)nn
x 

),  

, (x1kx2(k)  1 ( )nn k
x 

)), 

а затем l-арную операцию 

s, , k(x1  xl) = 

= s, , k((x11, , x1k)  (xl1, , xlk)) = 

= 1, , k(x1  xn–11, , k(xn  x2(n–1) 

1, , k( 1, , k(x(s–2)(n–1)+1  x(s–1)(n–1) 

1, , k(x(s–1)(n–1)+1  xs(n–1)+1)) ))). 

При s = 1 l-арная операция s, , k, опреде-
ляемая последним равенством, совпадает с n-ар-
ной операцией 1, , k, определяемой предыдущим 
равенством. 

Частным случаем (n = 2) полиадической 
операции s, , k является l-арная операция [ ]l, , k, 
где l = s + 1, которая первоначально была опре-
делена в [2] для любых целых k  2, l  2 и любой 
подстановки   Sk на k-ой декартовой степени 
Ak полугруппы A. Изучению l-арных операций 
[ ]l, , k и s, , k посвящены соответственно книги 
[3] и [4]. 

Для n-арной полугруппы < A,  > l-арная 
операция s, , k может быть определена следую-
щим образом [1]: 

s, , k(x1  xl) = 

= s, , k((x11, , x1k)  (xl1, , xlk)) = 

= (y1, , yk), 

где 
yj = (x1jx2(j)  ( 1)( ( 1) 1) ( )

)s ns n j
x   

 = 

= (x1jx2(j)  1 ( )ll j
x 

), j = 1, , k. 
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В данной статье изучаются гомоморфизмы 
полиадических группоидов < Ak, s, , k > с l-арной 
операцией s, , k, определённой выше. 

1 Вспомогательные результаты 
В [1] было доказано, что если n-арная опе-

рация  является ассоциативной, подстановка  
удовлетворяет условию l = , то l-арная опера-
ция s, , k также является ассоциативной, то есть 
имеет место 

Теорема 1.1 [1, теорема 2.1]. Если < A,  > – 
n-арная полугруппа, подстановка  удовлетво-
ряет условию l = , то < Ak, s, , k > – l-арная 
полугруппа. 

Следующая теорема, доказанная в [5], пока-
зывает, что в случае тождественности подста-
новки l–1 не только свойство ассоциативности, 
но и свойство быть полиадической группой так-
же переносится с < A,  > на < Ak, s, , k >. 

Теорема 1.2 [5, теорема 4.1]. Если < A,  > – 
n-арная группа, подстановка  удовлетворяет 
условию l = , то < Ak, s, , k > – l-арная группа. 

Как показывает следующая теорема, для пе-
реноса свойство быть полиадической квазигруп-
пой с n-арного группоида < A,  > на l-арный 
группоид < Ak, s, , k > не требуется тождествен-
ность подстановки l–1. 

Теорема 1.3 [5, теорема 3.1]. Если < A,  > – 
n-арная квазигруппа, то < Ak, s, , k > – l-арная 
квазигруппа. 

Нам понадобятся также следующие лемма и 
теорема. 

Лемма 1.1 [6, лемма 2.1]. Пусть < B,  > – 
n-арная подгруппа n-арной группы < A,  >, 
x = (x1, …, xk)  Ak. Тогда 

, ,

1

)k k
s k

l

B B



  (x  

1

1 1

( ) ( )k

n n

x B B x B B
 

     . 

Теорема 1.4 [6, теорема 3.1]. Если подста-
новка  из Sk удовлетворяет условию l = , то 
l-арная подгруппа < Bk, s, , k > l-арной группы 
< Ak, s, , k > полуинвариантна в ней тогда и 
только тогда, когда n-арная подгруппа < B,  > 
полуинвариантна в n-арной группе < A,  >. 

Информацию о полуинвариантных поли-
адических подгруппах полиадических групп 
можно найти у Поста [7], а также в монографиях 
[8]–[10]. 

 
2 Основные результаты 
Основным результатом данной статьи явля-

ется 
Теорема 2.1. Пусть  – гомоморфизм (изо-

морфизм) n-арного группоида < A,  > на n-ар-
ный группоид < B,  >,  – отображение Ak на Bk 
по правилу 

  x = (x1, …, xk)  x = ( 1x , …, kx ). 

Тогда  является гомоморфизмом (изоморфиз-
мом) l-арного группоида < Ak, s, , k > на l-арный 
группоид < Bk, s, , k >. 

Доказательство. Докажем вначале, что 
отображение  является гомоморфизмом (изо-
морфизмом) n-арного группоида < Ak, 1, , k > на 
n-арный группоид < Bk, 1, , k >. 

Так как для любых xi = (xi1, …, xik)  Ak, где 
i = 1, …, n верно 

(1, , k(x1 … xn))
 = 

= (1, , k((x11, …, x1k) … (xn1, , xnk)))
 = 

= ((x11x2(1)  1 (1)nn
x 

),  

, (x1kx2(k)  1 ( )nn k
x 

)) = 

= (((x11x2(1)  1 (1)nn
x 

)),  

, ((x1kx2(k)  1 ( )nn k
x 

))) = 

= (( 111 2 (1) (1)nn
x x x 
  

 
 ),  

, ( 11 2 ( ) ( )nk k n k
x x x 
  

 
 )) = 

= 1, , k( 11 1 1( , , ) ( , , )k n nkx x x x      ) = 

= 1, , k( 1 n
 x x ), 

то 

(1, , k(x1 … xn))
 = 1, , k( 1 n

 x x ). 

Следовательно  – гомоморфизм < Ak, 1, , k > на 
< Bk, 1, , k >. 

Ясно, что если  – биекция A на B, то  – 
биекция Ak на Bk. Поэтому для изоморфизма  
отображение  также является изоморфизмом. 

Так как  – гомоморфизм (изоморфизм) 
< Ak, 1, , k > на < Bk, 1, , k >, то 

(s, , k(x1 … xl))
 = 

= (1, , k(x1  xn–11, , k(xn  x2(n–1) 

1, , k( 1, , k(x(s–2)(n–1)+1  x(s–1)(n–1) 

1, , k(x(s–1)(n–1)+1  xs(n–1)+1)) )))) = 

= 1, , k( 1 1n
 

x x (1, , k(xn  x2(n–1) 

1, , k( 1, , k(x(s–2)(n–1)+1  x(s–1)(n–1) 

1, , k(x(s–1)(n–1)+1  xs(n–1)+1)) )))) =  
… 

= 1, , k( 1 1n
 

x x 1, , k( 2( 1)n n
 

x x  

1, , k( 1, , k( ( 2)( 1) 1 ( 1)( 1)s n s n
 
    x x  

(1, , k(x(s–1)(n–1)+1  xs(n–1)+1))
) ))) = 

= 1, , k( 1 1n
 

x x 1, , k( 2( 1)n n
 

x x  

1, , k( 1, , k( ( 2)( 1) 1 ( 1)( 1)s n s n
 
    x x  

1, , k( ( 1)( 1) 1 ( 1) 1s n s n
 
    x x )) ))) = 

= s, , k( 1 l
 x x ), 
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то есть 

(s, , k(x1 … xl))
 =  s, , k( 1 l

 x x ). 

Следовательно,  – гомоморфизм (изоморфизм) 
< Ak, s, , k > на < Bk, s, , k >.                                  

Теоремы 2.1 и 1.3 позволяют сформули-
ровать 

Следствие 2.1. Если  – гомоморфизм (изо-
морфизм) n-арной квазигруппы < A,  > на  
n-арную квазигруппу < B,  >, то отображение 
 из теоремы 2.1 является гомоморфизмом (изо-
морфизмом) l-арной квазигруппы < Ak, s, , k > на 
l-арную квазигруппу < Bk, s, , k >. 

Теоремы 2.1 и 1.1 позволяют сформули-
ровать 

Следствие 2.2. Если подстановка   Sk 
удовлетворяет условию l = ,  – гомоморфизм 
(изоморфизм) n-арной полугруппы < A,  > на  
n-арную полугруппу < B,  >, то отображение  
из теоремы 2.1 является гомоморфизмом (изо-
морфизмом) l-арной полугруппы < Ak, s, , k > на 
l-арную полугруппу < Bk, s, , k >. 

Теоремы 2.1 и 1.2 позволяют сформули-
ровать 

Следствие 2.3. Если подстановка   Sk 
удовлетворяет условию l = ,  – гомоморфизм 
(изоморфизм) n-арной группы < A,  > на  
n-арную группу < B,  >, то отображение  из 
теоремы 2.1 является гомоморфизмом (изомор-
физмом) l-арной группы < Ak, s, , k > на l-арную 
группу < Bk, s, , k >. 

Замечание 2.1. Если < A,  > – n-арный 
группоид, то на декартовой степени Ak его носи-
теля A можно с помощью n-арной операции  
поточечно определить n-арную операцию, кото-
рую обычно обозначают тем же символом : 

(x1  xn) = 

= ((x11, , x1k)  (xn1, , xnk)) = 

= ((x11x21  xn1), , (x1kx2k  xnk). 

С другой стороны, если в определении n-арной 
операции 1, , k подстановка  совпадает с тож-
дественной подстановкой , то согласно этому 
определению 

1, , k(x1  xn) = 

= 1, , k((x11, , x1k)  (xn1, , xnk)) = 

= ((x11x21  xn1), , (x1kx2k  xnk). 

Таким образом, 

(x1  xn) = 1, , k(x1  xn), 

то есть n-арные группоиды < Ak,  > и 
< Ak, 1, , k > совпадают. Поэтому любой резуль-
тат, справедливый для n-арного группоида 
< Ak, 1, , k >, будет справедливым и для n-арного 
группоида < Ak,  >. В частности, из теоремы 1.3 

следует, что, если < A,  > – n-арная квазигруппа, 
то < Ak,  > – n-арная квазигруппа. Так как тож-
дественная подстановка  удовлетворяет усло-
вию n = , то согласно теореме 1.1 (теореме 1.2), 
если < A,  > – n-арная полугруппа (n-арная груп-
па), то < Ak,  > – n-арная полугруппа (n-арная 
группа). Разумеется, эти результаты могут быть 
получены и без ссылок на указанные теоремы. 

В качестве ещё одного примера такого рода 
сформулируем следующий результат, соответст-
вующий теореме 2.1 (следствиям 1.1–1.3), если в 
них положить s = 1. 

Следствие 2.4.  Если  – гомоморфизм (изо-
морфизм) n-арного группоида < A,  > на n-
арный группоид < B,  >, то отображение  из 
теоремы 2.1 является гомоморфизмом (изомор-
физмом) n-арного группоида (n-арной полугруп-
пы, n-арной группы, n-арной квазигруппы) 
< Ak,  > на n-арный группоид (n-арную полугруп-
пу, n-арную группу, n-арную квазигруппу) 
< Bk,  >. 

Полагая в теореме 2.1 и следствиях 1.1–1.3 
n = 2, получим ещё два следствия. 

Следствие 2.5. Если  – гомоморфизм (изо-
морфизм) группоида (квазигруппы) A на группоид 
(квазигруппу) B, то отображение  из теоремы 
2.1 является гомоморфизмом (изоморфизмом)  
l-арного группоида (l-арной квазигруппы) 
< Ak, [ ]l, , k > на l-арную квазигруппу < Bk, [ ]l, , k >. 

Следствие 2.6. Если подстановка   Sk 
удовлетворяет условию l = ,  – гомоморфизм 
(изоморфизм) полугруппы (группы) A на полу-
группу (группу) B, то отображение  из теоре-
мы 2.1 является гомоморфизмом (изоморфиз-
мом) l-арной полугруппы (l-арной группы) 
< Ak, [ ]l, , k > на l-арную полугруппу (l-арную 
группу) < Bk, [ ]l, , k >. 

Следствиями теоремы 2.1 и следствий 1.1–
1.3 являются также следующие два следствия. 

Следствие 2.7. Если  – эндоморфизм  
(автоморфизм) n-арного группоида (n-арной ква-
зигруппы) < A,  >, то отображение  из тео-
ремы 2.1 является эндоморфизмом (автомор-
физмом) l-арного группоида (l-арной квазигруп-
пы) < Ak, s, , k >. 

Теоремы 2.1 и 1.1 позволяют сформули-
ровать 

Следствие 2.8. Если подстановка   Sk 
удовлетворяет условию l = ,  – эндомомор-
физм (автоморфизм) n-арной полугруппы  
(n-арной группы) < A,  >, то отображение  из 
теоремы 2.1 является эндомоморфизмом  
(автоморфизмом) l-арной полугруппы (l-арной 
группы) < Ak, s, , k >. 

Полагая в следствиях 2.7 и 2.8 n = 2, полу-
чим ещё два следствия. 

Следствие 2.9. Если  – эндоморфизм  
(автоморфизм) группоида (квазигруппы) A, то 
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отображение  из теоремы 2.1 является эндо-
морфизмом (автоморфизмом) l-арного груп-
поида (l-арной квазигруппы) < Ak, [ ]l, , k >. 

Теоремы 2.1 и 1.1 позволяют сформули-
ровать 

Следствие 2.10. Если подстановка   Sk 
удовлетворяет условию l = ,  – эндомомор-
физм (автоморфизм) полугруппы (группы) A, то 
отображение  из теоремы 2.1 является эндо-
моморфизмом (автоморфизмом) l-арной полу-
группы (l-арной группы) < Ak, [ ]l, , k >. 

Предложение 1.1. Пусть  – гомоморфизм 
n-арной квазигруппы < A,  > на n-арную квази-
группу < B,  >,  – отображение из теоремы 
2.1, x = c – решение в < Ak, s, , k > уравнения 

s, , k(a1  ai–1xai+1  al) = b, 

v = b, um = m
a , где m = 1, , i–1, i+1, , l. Тогда 

c – решение в < Bk, s, , k > уравнения 

s, , k(u1  ui–1zui+1  ul) = v. 

Доказательство. Согласно теореме 1.3 
< Ak, s, , k > и < Bk, s, , k > – l-арные квазигруп-
пы. Поэтому указанные в формулировке предло-
жения уравнения действительно разрешимы. 

Так как 

s, , k(a1  ai–1cai+1  al) = b, 

 – гомоморфизм < Ak, s, , k > на < Bk, s, , k >, то 

(s, , k(a1  ai–1cai+1  al))
 = b, 

откуда 

s, , k( 1
a   1i


a c 1i


a   l

a ) = b, 

s, , k(u1  ui–1c
ui+1  ul) = v. 

Следовательно, c – решение второго уравнения 
из формулировки предложения.                            

Теорема 2.2. Пусть подстановка  из Sk 
удовлетворяет условию l = , < B,  > – полуин-
вариантная n-арная подгруппа n-арной группы 
< A,  >,  – естественный гомоморфизм  
n-арной группы < A,  > на n-арную факторгруп-
пу < A / B,  >,  – естественный гомоморфиз-
мом l-арной группы < Ak, s, , k > на l-арную 
факторгруппу < Ak / Bk, s, , k >. Тогда: 

1) для любого x = (x1, …, xk)  Ak верно ра-
венство 

x = 1 kx x   ; 

2) l-арная факторгруппа 

< Ak / Bk, s, , k > = 

= < { , ,

1

( )k k
s k

l

B B



 x  | x  Ak}, s, , k > = 

= < { , , 1

1

(( , , ) )k k
s k k

l

x x B B



    |  

x1, …, xk  A}, s, , k > 

может быть представлена следующим образом 

< Ak / Bk, s, , k > = 

= < { 1

1 1

( ) ( )k

n n

x B B x B B
 

      |  

x1, …, xk  A}, s, , k > = 

= < { 1 kx x    | x1, …, xk  A}, s, , k >; 

3) для любых смежных классов 

s, , k

1

( )k k
i

l

B B


x   = 

 , , 1

1

(( , , ) )k k
s k i ik

l

x x B B



   , i = 1, …, l 

l-арной факторгруппы < Ak / Bk, s, , k > верно 
равенство 

s, , k(s, , k 1

1

( )k k

l

B B


x  s, , k 2

1

( )k k

l

B B


x   … 

… s, , k 1

1

( )k k
l

l

B B



x  s, , k

1

( )k k
l

l

B B


x  ) = 

= 211 2 (1) 1( 1) (1)

1

( ( ) )l ll

n

x x x x B B  


     

21 2 ( ) ( 1) ( )

1

( ( ) ) .lk k lkl k

n

x x x x B B  


      

Доказательство. Существование l-арной 
факторгруппы < Ak / Bk, s, , k > является следст-
вием теоремы 1.4, согласно которой < Bk, s, , k > – 
полуинвариантная l-арная подгруппа l-арной 
группы < Ak, s, , k >. 

1) Выпишем в явном виде гомоморфизмы 
 и  

  x  
1

( )
n

x B B


  ; 

  x = (x1, …, xk)  , ,

1

( )k k
s k

l

B B



  x  

, , 1

1

(( , , ) )k k
s k k

l

x x B B



    . 

Тогда, используя лемму 1.1, получим 

x = { , ,

1

( )k k
s k

l

B B



  x  

, , 1

1

(( , , ) )k k
s k k

l

x x B B



      

= 1

1 1

( ) ( )k

n n

x B B x B B
 

      = 1 ,kx x    

то есть 

x = 1 .kx x    

2) Используется лемма 1.1. 
3) Так как < Bk, s, , k > – полуинвариантная 

l-арная подгруппа l-арной группы < Ak, s, , k >, то 
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s, , k(s, , k 1

1

( )k k

l

B B


x  s, , k 2

1

( )k k

l

B B


x   … 

… s, , k 1

1

( )k k
l

l

B B



x  s, , k

1

( )k k
l

l

B B


x  ) = 

= s, , k(s, , k 1 2 1

1

( ) )k k
l l

l

B B



x x x x  . 

А так как согласно определению l-арной опера-
ции s, , k, 

s, , k(x1x2  xl–1xl) = (y1, , yk), 
где 

yj = (x1jx2(j)  2( 1) ( )ll j
x   1 ( )ll j

x 
) 

для любого j = 1, …, k, то 

s, , k(s, , k 1

1

( )k k

l

B B


x  s, , k 2

1

( )k k

l

B B


x   … 

… s, , k 1

1

( )k k
l

l

B B



x  s, , k

1

( )k k
l

l

B B


x  ) = 

= s, , k(((x11x2(1)  2( 1) (1)ll
x   1 (1)ll

x 
),  

, (x1kx2(k)  2( 1) ( )ll k
x   1 ( )ll k

x 
))

1

)k k

l

B B


 . 

Осталось воспользоваться тождественностью 
подстановки l–1 и применить лемму 1.1.             
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