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Аннотация. Пусть F – -замкнутая -локальная формация конечных групп, где  – некоторое разбиение множества 

всех простых чисел,  – подгрупповой функтор в смысле А. Н. Скибы. Формацию F называют минимальной  

-замкнутой -локальной не H-формацией или 
H -критической формацией, если ,F H  но все собственные  

-замкнутые -локальные подформации из F содержатся в классе групп H. В случае, когда H – формация всех  

мета--нильпотентных групп, формацию F называют минимальной -замкнутой -локальной не мета--нильпотентной 

формацией. В работе получено описание минимальных -замкнутых -локальных не мета--нильпотентных формаций 
конечных групп. 
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 Введение 
Задача изучения критических формаций 

была поставлена Л. А. Шеметковым [1] на VI 
Всесоюзном симпозиуме по теории групп. Раз-
вивая результаты А. Н. Скибы о критических 
локальных [2]–[6] и критических -замкнутых 
локальных формациях [7, гл. 2], а также резуль-
таты И. Н. Сафоновой [8], [9] о критических  
-локальных формациях, автором и И. Н. Сафо-
новой [10]–[13] изучались минимальные -зам-
кнутые -локальные не H-формации, где  – под-

групповой функтор в смысле А.Н. Скибы [7], H – 

некоторая -локальная формация. Основным 
результатом исследований в этом направлении 
является описание 

H -критических формаций 

[11], где H – некоторая -локальная формация 

классического типа (т. е. такая -локальная фор-
мация, у которой имеется -локальное определе-
ние все неабелевы значения которого -ло-
кальны). 

Теорема A [11, теорема]. Пусть H – -ло-

кальная формация классического типа и h – ее 
каноническое -локальное определение. Тогда F в 

том и только в том случае является минималь-
ной -замкнутой -локальной не H-формацией, 

когда = form ,l G
F  где G – такая монолитиче-

ская  -минимальная не H-группа с монолитом 

= ,P GH  что выполняется одно из следующих 
условий: 

МАТЕМАТИКА
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1) =G P  – такая простая i -группа, что 

( )i  H  и ( ) {1, };G G   

2) P – не -примарная группа и G –  -ми-

нимальная не ( )ih  -группа с 
( )

=
h iP G


 для всех 

( );i P   

3) = ,G P K  где = ( )GP C P  – p-группа, 

,ip  а K – либо монолитическая  -мини-

мальная не ( )ih  -группа с монолитом  

( )
= Ф( ),

h iQ K K
   

где ( ),i Q   либо минимальная не ( )ih  -груп-

па одного из следующих типов: а) группа ква-
тернионов порядка 8, если 2 ;i  б) экстраспеци-

альная группа порядка 3q  простой нечетной экс-

поненты ;iq  в) циклическая q-группа, .iq  

Кроме того, в работах [12], [13] нами изу-
чался вопрос существования минимальных  
-замкнутых -локальных не H-подформаций, у 

всякой -замкнутой -локальной формации 
,F H  где H – некоторая -локальная форма-

ция классического типа. В этом направлении 
получен следующий результат. 

Теорема B [13, теорема B]. Пусть F – -зам-

кнутая -локальная формация, H – произвольная 

-локальная формация классического типа.  
Тогда если ,F H  то в F имеется по меньшей 

мере одна минимальная -замкнутая -локальная 
не H-подформация. 

В данной заметке, продолжая изучение ми-
нимальных -замкнутых -локальных не H-фор-

маций, мы даем описание -замкнутых -локаль-
ных не мета--нильпотентных формаций конеч-
ных групп. Напомним, что группа называется 
мета--нильпотентной, если она является расши-
рением -нильпотентной группы с помощью 
-нильпотентной группы. Класс всех мета--
нильпотентных групп совпадает с произведением 

 N N  и является -локальной формацией, его 

обозначают через 2 = .  N N N  

Основным результатом данной работы яв-
ляется следующая теорема. 

Теорема C.  Тогда и только тогда F явля-

ется минимальной -замкнутой -локальной  
не мета--нильпотентной формацией, когда 

= form ,l G
F  где G – такая монолитическая  

-минимальная не мета--нильпотентная группа 
с монолитом P, что выполняется одно из сле-
дующих условий: 

(1) =P G N
 – не -примарная группа и G – 

-минимальная не -нильпотентная группа; 

(2) = ,G P T  где = ( )GP C P  – p-группа, 

,ip  а T – такая монолитическая -мини-

мальная не ( )
i G N -группа с монолитом Q, что 

= iQ T  G N

 – j -группа, j i  и / ( )
j

T O Q  – 

неединичная -нильпотентная группа.  
Мы доказываем теорему С в разделе 3, а 

также рассматриваем некоторые следствия дан-
ного результата. 

 
1 Обозначения и определения 
В работе используются обозначения, приня-

тые в книгах [7], [14]. Основные определения и 
обозначения теории -свойств групп и -замкну-
тых -локальных формаций представлены в ра-
ботах [15]–[22]. Напомним некоторые из них.  

Пусть = { | }i i I    – некоторое разбиение 

множества всех простых чисел ,  G – группа, F – 

класс групп,  

( ) = { | ( ) },i iG G       ( ) = ( ).G G  FF  

Группу G называют [17, с. 2]: -примарной, 
если G является i -группой для некоторого 

;i I  -нильпотентной, если G – прямое произ-

ведение -примарных групп; мета--нильпо-
тентной, если в G имеется такая нормальная 
-нильпотентная подгруппа N, что факторгруппа 

/G N  -нильпотентна; -разрешимой, если каж-
дый главный фактор группы G -примарен. 

Класс всех -разрешимых групп обознача-
ют через ,S  через N  и 2

N  обозначают клас-

сы всех -нильпотентных и мета--нильпотент-
ных групп соответственно. 

Функцию f вида  

: {формации групп}f   

называют [18] формационной -функцией. Для 
всякой формационной -функции f класс ( )LF f  

определяется следующим образом:  

',

( ) = ( | = 1 или 1 и 

/ ( ) ( ) для всех ( )).i ii i

LF f G G G

G O G f G


 


   

 

Если для некоторой формационной -функции f 
имеет место = ( ),LF fF  то говорят, что форма-

ция F является -локальной [18], а f является  

-локальным определением .F  
Пусть каждой группе G сопоставлена неко-

торая система ее подгрупп ( ).G  Тогда  назы-

вают подгрупповым функтором в смысле 
А. Н. Скибы [7, с. 16], если выполняются сле-
дующие условия: 

(1) ( )G G  для каждой группы G; 
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(2) для любого эпиморфизма : A B   и 

для любых групп ( )H A  и ( )T B  имеет 

место ( )H B    и 
1

( ).T A
    

Подгрупповой функтор  называют [7, с. 16]: 
замкнутым, если для любых двух групп G и 

( )H G  имеет место ( ) ( );H G    тривиаль-

ным, если ( ) = { }G G  для любой группы G; еди-

ничным, если ( ) = ( )G s G  множество всех под-

групп группы G. 
Напомним также [7, с. 17], что через ns  обо-

значают подгрупповой функтор, выделяющий в 
каждой группе G множество ( )ns G  всех нор-

мальных подгрупп группы G. 
Подгруппу ( )A G  называют -подгруппой 

группы G. 
На множестве всех подгрупповых функто-

ров частичный порядок   вводят [7, с. 19] пола-
гая, что 1 2 ,    если 1 2( ) ( )G G    для любой 

группы G. 
Для любой совокупности подгрупповых 

функторов { | }j j J   определяют их пересечение 

= j J j    следующим образом: ( ) = ( )j J jG G    

для любых групп G. Если  – произвольный под-
групповой функтор, то   – пересечение всех 
замкнутых подгрупповых функторов ,i  для ко-

торых ,i    называют [7, с. 20]  замыканием 

функтора . 
Пусть  – подгрупповой функтор. Формация 

F называется -замкнутой [7, с. 23], если ( )G  F  

для всех .GF  В частности, формация F назы-

вается: наследственной, если она s-замкнута; нор-
мально наследственной, если она ns -замкнута. 

Совокупность всех -замкнутых -локаль-
ных формаций обозначают через .l   Формации 

из l   называют l  -формациями. Для любого на-

бора групп X символ fl orm
 X  обозначает 

l  -формацию порожденную X, т. е. пересечение 

всех -замкнутых -локальных формаций, со-
держащих X. Если = { }GX  для некоторой груп-

пы ,G  то forml G
  называют однопорожденной 

-замкнутой -локальной формацией. Напомним 
также, что в классическом случае, когда 

1= = {{2},{3},{5}, },    однопорожденную 

-замкнутую локальную формацию, порожден-
ную группой G, обозначают через form ,l G  
а -замкнутую формацию, порожденную набо-
ром групп X, обозначают символом form . X  

Если f – формационная -функция, то сим-
волом S ( )upp f  обозначают носитель f, т. е. 

множество всех i  таких, что ( ) .if     

Формационную -функция f называют:  
-значной, если ( )if   – -замкнутая -локальная 

формация для каждого S ( );i upp f   внутрен-

ней, если ( ) ( )if LF f   для всех i; полной, если 

( ) = ( )i ii
f f G  для всех i. 

Если f – полная внутренняя формационная 
-функция и = ( ),LF fF  то f называют  канони-

ческим -локальным определением формации F. 

Пусть { | }jf j J  – некоторый набор -

значных формационных -функций. Мы исполь-
зуем символ j J jf  для обозначения такой 

формационной -функции h, что 
( ) = ( ),i j J j ih f    в частности, 

1 2 1 2( ) = ( )( ) = ( ) ( ),i i i ih f f f f       

для всех i. 
Пусть { | }jf j J  множество всех -знач-

ных -локальных определений формации F. То-

гда = j J jf f  называют наименьшим -знач-

ным -локальным определением F. 

Для произвольного набора групп X и любого 

i   символом ( )iX  [19, с. 962] обозначают 

класс групп, определенный следующим образом:  

,( ) = ( / ( ) | ),i i i
G O G G 

 X X  

если ( )i  X  и ( ) = ,i X  если ( ).i  X  

Пусть H – некоторый класс групп. Форма-

цию F называют  минимальной -замкнутой не 

F-формацией или  F -критической формацией, 

если ,F H  но все собственные -замкнутые 

подформации из F содержатся в H. 

Следуя [1], [2] -замкнутую -локальную 
формацию F мы называем минимальной -зам-

кнутой -локальной не H-формацией или 
H -кри-

тической формацией, если ,F H  но все ее 

собственные -замкнутые -локальные подфор-
мации содержатся в классе групп H. 

Для всякой непустой формации F и любой 

группы G через GF  обозначают пересечение 
всех нормальных подгрупп N группы G, для ко-
торых / .G N F  Подгруппу GF  называют F-ко-

радикалом группы G. 
Пусть H – непустая формация, F – некото-

рый класс групп.  Корадикальное произведение 
FH  классов групп F и H определяется следую-

щим образом: GFH  тогда и только тогда, ко-

гда .G H F  
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2 Вспомогательные результаты 
Для доказательства основных результатов 

нам понадобятся некоторые известные факты 
теории -локальных формаций, которые мы 
сформулируем в виде следующих лемм. 

Лемма 2.1 [19, лемма 2.1]. Пусть f и h – 
формационные -функции и пусть = Supp( ).f  

Допустим, что = ( ) = ( ).LF f LF h F  Тогда: 

(1) = ( );  F  

(2) '= ( ( )) .
i i i if     F G G G  Следова-

тельно, F является насыщенной формацией. 

(3) Если каждая группа из F является  

-разрешимой, то '= ( ( )) .
i i i if     F S G S  

(4) Если ,i   то  

( ( ) ) = ( ( ) ) .
i ii if h     G F G F F  

(5) = ( ),LF FF  где F – единственная фор-

мационная -функция, такая, что ( ) =iF   

= ( )
i iF  G F  для всех i   и ( ) =iF    для 

всех .i    Более того, ( ) = ( ( ) )
ii iF f  G F  

для всех i. 
Лемма 2.2 [20, пример 1.1]. (i) Для форма-

ции всех единичных групп (1) имеем 
(1) = ( ),LF f  где ( ) =if    для всех i. 

(ii) Пусть N  – класс всех -нильпотентных 

групп. Тогда N  – формация и, очевидно, 

= ( ),LF f N  где ( ) = (1)if   для всех i. 

(iii) Пусть теперь 2
N  – класс всех мета--

нильпотентных групп. Тогда 2 = ( ),LF f N  где 

( ) =if  N  для всех i. 

Лемма 2.3 [16, теорема 3.18.]. Класс N  яв-

ляется наследственной насыщенной формацией. 
Более того, N  является классом Фиттинга. 

Лемма 2.4 [23, лемма 11]. Пусть M – не-

пустая наследственная формация, F – непустая 

-замкнутая формация. Тогда MF является  

-замкнутой формацией. 
Лемма 2.5 [19, теорема 1.13]. Множество 

n
  всех n-кратно -локальных формаций обра-

зует подполугруппу полугруппы всех формаций 

.GG  Более того, 0| |= 2n

  для каждого  с 

| |> 1  и 
i

G  является минимальным идемпо-

тентом в n
  для всех > 0n  и .i I   

 
3 Основной результат 
Пусть 2= H N  – формация всех мета--

нильпотентных групп. Минимальную -замкну-
тую -локальную не 2

N -формацию мы называем 

минимальной -замкнутой -локальной не мета-
-нильпотентной формацией. 

Доказательство теоремы C. Пусть f – наи-
меньшее -значное -локальное определение 
формации F, h – каноническое -локальное оп-

ределение формации 2= .H N  В силу лемм 2.1 (5) 

и 2.2 (iii) имеем ( ) =i i
h   G N  для любого i. 

Необходимость. Пусть F – минимальная  

-замкнутая -локальная не H-формация. Со-

гласно теореме A имеем = form ,l G
F  где G – 

такая монолитическая  -минимальная не  

H-группа с монолитом = ,P GH  что выполняется 

одно из следующих условий: 
1) =G P  – такая простая i -группа, что 

( )i  H  и ( ) {1, };G G   

2) P – не -примарная группа и G –  -ми-

нимальная не ( )ih  -группа с ( )= ihP G   для всех 

( );i P   

3) = ,G P K  где = ( )GP C P  – p-группа, 

,ip  а K – либо монолитическая  -мини-

мальная не ( )ih  -группа с монолитом 
( )= Ф( ),ihQ K K   где ( ),i Q   либо мини-

мальная не ( )ih  -группа одного из следующих 

типов: а) группа кватернионов порядка 8, если 
2 ;i  б) экстраспециальная группа порядка 3q  

простой нечетной экспоненты ;iq  в) цикли-

ческая q-группа, .iq  

Согласно лемме 2.3 формация N  является 

наследственной и, кроме того, наследственной, 
очевидно, является и формация ,

i
G  поэтому, в 

силу леммы 2.4, наследственными формациями 
являются произведения  N N  и .

i G N  Следо-

вательно, данные формации являются -зам-
кнутыми для любого подгруппового функтора . 
Поэтому, в силу [7, замечание 2.2.12], требова-
ние  -минимальности групп G и K в условии 
теоремы A может быть заменено на соответст-
вующее требование -минимальности указанных 
групп. 

Заметим, что для группы G случай 1) не-
возможен, поскольку  

2( ) = ( ) = .  H N  

Допустим, что группа G удовлетворяет ус-
ловию 2). Тогда, поскольку ( ) =

iih   G N  для 

любого i, то P – такая не -примарная группа, 
что G – -минимальная не ( )

i G N -группа с 

= iP G  G N

 для всех ( ).i P   
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Пусть X – совокупность всех собственных 

-подгрупп группы G, , ( ),j r P    .j r  Тогда 

имеет место включение  

=

( ) = (1) = .
j r

j r

   

    

 

 

X G N G N

G G N N N
 

Следовательно, G – -минимальная не -нильпо-
тентная группа. 

Кроме того, поскольку  
/ ( ) ( ) =

= ( ) = ,
j r j r

j rG P h h

       

   

  G N G N G G N N
 

то = .P G N
 Таким образом, группа G удовле-

творяет условию (1) теоремы. 
Пусть, наконец, для группы G выполняется 

условие 3). Тогда, с учетом описания канониче-
ского -локального определения формации 2 ,N  

имеем = ,G P K  где = ( )GP C P  – p-группа, 

,ip  а K – монолитическая -минимальная не 

( )
i G N -группа с монолитом = Ф( ),iQ K K  

G N

 

где ( ).i Q   

Ввиду того, что 2/ ,K G P   N S  то 

группа K -разрешима. Поэтому Q – -примар-
ная группа, т. е. j -группа для некоторого .j i  

Кроме того, поскольку 2 \ ,K  N N  так как 
2 ,G N  то / ( )K F K N  и / ( )K F K  – не-

единичная группа. В силу монолитичности груп-
пы K имеет место равенство ( ) = ( ).

j
F K O K   

Поэтому группа G удовлетворяет условию (2) 
теоремы. 

Достаточность. Пусть = forml G
F  – 

формация, удовлетворяющая условиям теоремы. 
Покажем, что F является минимальной -замкну-

той -локальной не мета--нильпотентной фор-
мацией. 

Пусть для группы G выполняется условие 
(1). Ввиду теоремы A для доказательства утвер-
ждения теоремы достаточно показать, что G –  

-минимальная не ( )ih  -группа с 
( )

=
h iP G


 для 

всех ( ).i P   

Пусть X – совокупность всех собственных 

-подгрупп группы G. Поскольку G – -
минимальная не -нильпотентная группа и 

( ) =i i
h   G N  для любого i, то  

= ( ).ii
h    X N G N  

Так как при этом 2 ,
i

G    G N N  то G – -ми-

нимальная не ( )ih  -группа для любого ,i   

а значит и для любого ( ).i P   Покажем, что 
( )= ihP G   для всех ( ).i P   

Действительно, так как по условию 

= ,P G N
 то  

/ = ( ).
i iG P h    N G N  

Поэтому ( ) .ihG P   С другой стороны, посколь-

ку 2 ,G N  то 2

i
G    G N N  и, значит, 

( ) .ihP G   Следовательно, ( )= ihP G   для всех 

( ).i P   

Таким образом, группа G удовлетворяет ус-
ловию 2) теоремы A. Поэтому F является мини-

мальной -замкнутой -локальной не мета--
нильпотентной формацией. 

Пусть теперь для группы G выполняется ус-
ловие (2). Покажем, что в этом случае для груп-
пы G выполняются требования условия 3) теоре-
мы A. Действительно, ввиду того, что 

( ) =
kkh   G N  для любого k, имеет место 

= ,G P K  где ( ) =GC P P  – p-группа, ,ip  а 

K – такая монолитическая -минимальная не 

( )ih  -группа с монолитом ,Q  что ( )= ihQ K   – 

j -группа, j i  и / ( )
j

K O K  – неединичная  

-нильпотентная группа. Заметим также, что 
( ) ( ),ihK K    поскольку в силу лемм 2.1 (2) и 

2.5 формация ( ) =
kkh   G N  является насыщен-

ной. Таким образом, группа G удовлетворяет 
всем требованиям условия 3) теоремы A. Значит, 
F является минимальной -замкнутой -локаль-

ной не мета--нильпотентной формацией.           
Приведем некоторые, наиболее важные, 

следствия доказанной теоремы. 
Так, если  – тривиальный подгрупповой 

функтор, из теоремы C получаем 
Следствие 3.1 [9, следствие 2.10]. Тогда и 

только тогда F является минимальной -локаль-

ной не мета--нильпотентной формацией, когда 
= form ,l GF  где G – такая монолитическая 

группа с монолитом P, что выполняется одно из 
следующих условий: 

1) =P G N
 – не -примарная группа; 

2) = ,G P K  где = ( )GP C P  – p-группа, 

,ip  а K – такая монолитическая группа с мо-

нолитом = ,Q K N
 что ( ).i Q    

Кроме того, если ,ns    то из теоремы C 

получаем 
Следствие 3.2. Пусть .ns    Тогда и только 

тогда F является минимальной -замкнутой -ло-

кальной не мета--нильпотентной формацией, 
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когда = form ,l G
F  где G – такая монолитиче-

ская -минимальная не мета--нильпотентная 

группа с монолитом 
2

= ,P G N
 что выполняется 

одно из следующих условий: 
(1) G – простая не -примарная -мини-

мальная не -нильпотентная группа; 
(2) = ,G P T  где ( ) =GC P P  – p-группа, 

,ip  а T – такая монолитическая -мини-

мальная не ( )
i G N -группа с монолитом Q, что 

= iQ T
 G N

 – j -группа, j i  и / ( )
j

T O Q  – 

неединичная -нильпотентная группа.  
В классическом случае, когда 1= =   

= {{2},{3},{5}, }  из теоремы C получаем сле-

дующие известные результаты. 
Следствие 3.3 [7, следствие 2.4.11]. Тогда и 

только тогда F – минимальная -замкнутая ло-

кальная неметанильпотентная формация, когда 
= form ,l GF  где G – такая монолитическая  

-минимальная не метанильпотентная группа с 
монолитом P, что выполняется одно из следую-
щих условий: 

(1) =P GN  – неабелева группа, G – -мини-
мальная ненильпотентная группа; 

(2) = ,G P H  где ( ),GP C P  =H Q N  – 

монолитическая группа с монолитом = ( )HQ C Q  

и N – нильпотентная группа. 
Следствие 3.4 [7, следствие 2.4.12]. Пусть 
.ns    Тогда F в том и только в том случае яв-

ляется минимальной -замкнутой локальной неме-
танильпотентной формацией, когда = form ,l GF  

где группа G удовлетворяет одному из следую-
щих условий: 

(1) G – простая неабелева -минимальная 
ненильпотентная группа; 

(2) = ,G P T  где ( ) =GC P P  – минималь-

ная нормальная подгруппа в G, T – группа 
Шмидта с ( ) = 1.T   

Если при этом  – тривиальный подгруппо-
вой функтор, из теоремы C вытекает 

Следствие 3.5 [14, следствие 19.11]. Тогда 
и только тогда F – минимальная локальная не 

метанильпотентная формация, когда = form ,l GF  

где G – такая монолитическая группа с моноли-
том P, что выполняется одно из следующих ус-
ловий: 

(1) =P GN  – неабелева группа; 
(2) = ( ),G P Q N   где = ( ),GP C P  

= ( )Q NQ C Q  – минимальная нормальная под-

группа в Q N  и N – нильпотентная группа. 
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