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1. В работе (‘) Ю. С. Очан предпринял попытку установить критерий 
перестановочности двух Ss-операций, т. е. условие выполнения равенства

ФФ:1С .! ФОН/.-:
®1 ®1 ®2

тождественно относительно семейств множеств Мхт, обозначенных упоря­
доченными парами индексов, пробегающих счетное множество X, где сле­
ва (справа) сперва Ф (Ф) применяется по х, (ж2) при фиксированном 

х2 (хА, а затем применяется Ф (Ф) по х2 (ад). Однако в (’) использо- 

вано два утверждения, из которых одно, как было обнаружено в (2) 
А. Д. Таймановым, оказалось ошибочным *,  а другое — недоказанным (см. 
ниже). Целью настоящей работы является приведение доказательства кри­
терия перестановочности б^-операций. Это достигается соответствующим 
видоизменением первоначальной попытки Ю. С. Очана.

* В (2) А. Д. Тайманов привел пример бх-операцип с жесткой (под) базой, для 
которой дополнительная операция не имеет жесткой (под) базы, вопреки утвержде­
нию из (’)•

2. Мы будем пользоваться терминологией нашей работы (3), напомнив 
и добавив следующее. Слово «база» бх-операцип у нас всегда означает экс­
тенсивную систему, «пополняющую» ее любую «подбазу», «порождаемую» 
от нее. Жесткой подбазой мы называем подбазу, состоящую из всех ми­
нимальных множеств базы. Жесткая подбаза, если она существует, опре­
деляется операцией однозначно. Термпнами « подбаза» и «жесткая подба­
за» мы будем пользоваться не только применительно к бз-операииям, но и 
к любым экстенсивным системам в соответствии с тем. что между послед- 
нпми и б«-операцпямп, для которых системы служат (полными) базами, 
существует естественное взаимно однозначное соответствие.

Если 8 (X), то полагаем 93’ = {А | ХВ, At)B^~i}: 8‘ всегда экстенсивна. 
Имеем (S3*)  *=8,  если 23 экстенсивна, и в этом случае системы 23 и S3’ назо­
вем дуальными. Система 8*  служит базой операции, дополнительной 
к операции с подбазой 8. Имеет место соотношение 8^82=^8/382*.  Раст­
ром назовем такую экстенсивную систему 8э!$(Х), что А<^8, Z?^8=> 
=>AU2?^8. Как было замечено 10. Шмидтом (4), растр и фильтр дуальны, 
причем фильтр будет ультрафильтром тогда и только тогда, когда он растр 
(тогда и только тогда он совпадает со своей дуальной системой). Для 
«плоской» системы 8е!$ (XXX) введем 8_1 = {S|S_1s8}; очевидно (8’)_1 = 
= (8-1)". Как известно (*, 5), плоская база итерированной бя-операцип Ф Ф 

порождается подбазой из всех множеств вида: U {{а:} ХИх| x^U}, где Ке82 
и Xx^U, Fxe8i. Эту плоскую базу обозначим через 828^ Для перестано­
вочности операций с базами 8! и 82 необходимо и достаточно, чтобы было 
2928t= (8182) т. е. (инверсная) коммутативность введенной выше опера­
ции умножения для баз. Имеет место равенство (8281)*=8 2’81*.  так как

Ф (Ж;Т2) =С Ф (СМхт) =С Ф Ф (СЖ,Х2) =С Ф С Ф (<т,и).
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3. Систему Я=ф(А*)  назовем системой конечного типа, если 
все множества из 4' конечны, и сильно конечного типа, если, 
кроме того, и Я1 конечна; последнее в (*)  Ю. С. Очаном названо конечной 
базой.

Л е м м а 1. Если экстенсивная система 51 имеет подбазу конечного типа, 
то $1 и 51*  имеют жесткие подбазы.

Доказательство. Утверждение для 51 следует из того, что в ко­
нечном множестве содержится множество, минимальное относительно лю­
бого свойства. Для доказательства утверждения для 51*  предположим про­
тивное: 4е5Г ив Л нет минимального подмножества относительно 51*.  По 
трапсфинитной индукции существует строго убывающая вполпе упорядо­
ченная последовательность A=A0^A1=jA2=> .... =>Ал=> . .. некоторого пре­
дельного типа X, что vg<A, /1-.е9Г', но ЛЕ=А^51*.  Тогда существует

г
при АПА?= и Vg, А,АКА=0, что невозможно.

Следующая лемма сформулирована Ю. С. Очаном без доказательст­
ва о.

Л е м м а 2. Экстенсивная система 5t с подбазой конечного типа имеет 
подбазу сильно конечного типа тогда и только тогда, когда дуальная си­
стема 51*  имеет подбазу конечного типа.

Доказательство. По лемме 1 51 имеет жесткую подбазу 
<й‘= {Кк | Лей} конечного типа. Если 4 конечна, то все множества выбора 
для $ образуют подбазу конечного типа для 51*,  так что остается доказать, 
что если 51*  имеет подбазу конечного типа, то Л конечна. Предположим 
противное: Я1 бесконечно, п докажем сперва такое

Предложение (*).  Если ^‘е,= {А'Хг|%(е81, 1=1, 2, .. ., п}—конеч­
ная подсистема в А, то существует функция выбора фа, для этой подсисте­
мы со свойством, что область значений д>81 не пересекает всех множеств 
исходной системы Я'.

Положим S= [J К-,., и введем на системе всех множеств из не содер- 
J = 1

жащихся в S, отношение эквивалентности ~ по правилу 
-^S6\Km=S6\K}m. Так как S конечно, то один из классов эквивалентности 
должен быть бесконечным, а для множеств К-,_ из этого класса S6\Kt. по­
стоянно. Но тогда все разности KKt\KK непусты ввиду жесткости подбазы, 
так как иначе KutcKk. Полагая <р81(ф) =y^KKl\(KAS), 1=1, 2,..., п, по­
лучаем требуемое.

Из предложения (*)  и теоремы Радо (см., например, (6)) теперь сле­
дует существование функции выбора f для системы такой, что для каж­
дого конечного найдется конечное й4ей, й0^йь что сужения / и фе.
до Йо совпадают. Тогда область значений / принадлежит 51*,  хотя никакое 
ее конечное подмножество не принадлежит 51*,  т. е. 5Г без подбазы конеч­
ного типа. Лемма 2 доказана.

Фильтр назовем главны м, если он имеет подбазу из одного множест­
ва (составляющую его жесткую подбазу). Дуальный к нему растр тоже 
назовем главным; он имеет жесткую подбазу из системы одноточечных 
множеств. Между тем имеет место

Лем м а 3. Неглавный фильтр и неглавный растр не имеют жестких 
подбаз.

Доказательство. Для фильтра лемма очевидна. Пусть —
неглавный растр, 3^=4^^. Тогда САе8?; докажем, что в СА нет мини­
мального для 9? множества. Сперва заметим, что никакое одноточечное 
множество в СА не принадлежит St, так как из х=СА следует существова­
ние 4x^5, х^Ах. Пусть теперь &^=CA, «feSt; тогда берем По
доказанному {х} ^91, откуда с?\{;г}е9? ввиду определения растра и <S не 
минимально в St.
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Лемма 4. Если для экстенсивных систем 31 и 8, 91 не имеет подбазы 
конечного типа, а 53 не имеет жесткой подбазы, то 218^ (5321)

Доказательство. Пусть Ае91, но никакое конечное подмножест­
во А не принадлежит 21, и пусть В'=8 и без минимальных подмножеств. 
Тогда для В существует строго убывающая последовательность В = 
=В!~В~_1.. ,=>ВХ=>..., занумерованная натуральными числами *.  что- 

B,=DX8 (доказывается трансфинптной индукцией). Предположим те­

перь противное доказываемому: 218s (821)_1. Тогда для 17^218. П7= 
=U {{т}Х/Д|.х=Л}, ау<=(821)_1, что Vo-IV п У=и {ЛаХ{у} |г/=6}. где Vyr 

и С&8. Тогда, ввиду В^8, имеем С D и С\р=Аф. Берем г/0еС\О; 
тогда AyoX{yo}^W, откуда

* Это единственное место в работе, где используется счетность индексного мно­
жества.

АтХ {у0} = (АтХ Ы) Л (U {{х} ХВх | х^А}) = 
= и{(ЛдаЛ{Ж})Х(ЫП5х)|^Л} = 

= (U {Л J1 {х} I гю1. уд^Вх}) X {z/o} = (ЛИПЛ Л {х | ч^В,}) X .

что дает AVa^Ari{x[ у0<=Вх}. Но конечно, так как Вх строго убы­
вают и г/ой П BX=D, откуда следует, что А,,с конечно, вопреки включению 

Лао=Л.
Лемма 5. Если 21 и 8 — экстенсивные системы, причем 21— не растр, 

а 8 — не фильтр, то 218 (821)_1.
Доказательство. Пусть Ле21, A=Al\JA2, Ль Л2^91, Л;~Л;=Р п 

В', В"<^5, В'Предположим противное доказываемому: 218= (821)_1. 
Множество П7=и {{д}ХВх| деЛ}, где Вх — множества из 8, принадле­
жит 218. Положив ВХ=В' при х^А, и ВХ=В" при х^Аг, будем пметь 
И7=(Л1ХВ') U (Л2ХВ") е218. Тогда существует 7^(821)-*,  Vs ТУ, V= 
= U {Л „,Х {у} | z/еС}, где Ху^С, Лае21 и Cs8. Но так как B'6\B"^i, то 

С ^В'^В", и поэтому существует ур^С \(ВХ\В"). Тогда

Л,ЛХ Ы a=W= (ЛtX (В'\В")) U (Л ,Х (В'ПВ")) U 
и (Л2Х(B"\BZ)) и (Л2Х (В'ЛВ")).

Но Л,лХ{г/0} может содержаться лишь в первом либо третьем слагаемом, 
и если, например, в первом: AyaX{y0}sAlX(B'\B"), то Л^еЛ,, вопреки 
Ар&И.

Л е м м а 6. Если 5 — фильтр и 21 — экстенсивная система с подбазой 
конечного типа, то 2l®s (®21)-1.

Доказательство. При {х,, х2,..., ж„} =Лей, В,е^, i=l, 2. .... п, 
для подбазисного множества V произведения И®:

У= U ({Xi} ХВ<) зЛX Л В;= (( Л ВД ХЛ) -’е (®2Т)
i=l г=1 2 = 1

и требуемое следует.
Лемма 7. Если 9? — растр к 8 — система, двойственная к экстенсив­

ной системе с подбазой конечного типа, то Э?8= (89?)_1.
Доказательство. Пусть Э?=®‘, 8=21*;  тогда ® и 91 — в условиях 

леммы 6, откуда
Г®‘= (21®) *s  (®21) (®21) ’~‘=(®‘Г)

т. е.
(2Г®*)- ‘з®*21*  и 9f8s(8SR)-‘.

Лемма 8. Если U — ультрафильтр и 6 — экстенсивная система с под­
базой сильно конечного типа, то USs(6U)~‘.

Доказательство. Ввиду леммы 6 имеем 611s (U®) а ввиду лем­
мы 7 имеем (U6) _1s6U или U6s (6U)_i.
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Лем м а 9. Если 91 — любая экстенсивная система и S — главный 
фильтр, то 9lSs(®9l)_1.

Доказательство. Множества вида ЛХ5, где /1^91 и В порождает 
S, образуют подбазу 91®. Но Л'ХЛе@91, ЛХ/?е (S?l)и требуемое следует.

Отсюда сразу вытекает
Лемма 10. Если и ®2— главные фильтры (главные растры), то 

®1®2=(®2®1)-1.
Лемма 11. Если U — фиксированный ультрафильтр, то для любой 

экстенсивной системы 91 имеет место 91U = (1191) _1.
Доказательство. Ввиду леммы 9, имеет Sills(U91)-1 и 9l‘lls 

Применяя предложение (*)  к обеим частям последнего включе­
ния, имеем Sills (USl) ~1.

Лемма 12. Если ^ — фильтр (3? — растр), ® — главный фильтр 
(S*  — главный растр), порожденный конечным множеством (конечной си­
стемой одноточечных множеств), то 8:®=(®S)“1 (9J®*=(®*9?) _1).

Доказательство. Ввиду леммы 9, имеем §®s(®S)_1, а ввиду 
леммы 6, имеем ($@)и (®8?) _1s?5®.

4. Следующая теорема была сформулирована Ю. С. Оманом в (*).
Теорема. Необходимым и достаточным условием для перестановоч­

ности двух bs-операций является наличие одного из шести следующих 
условий для пары их (полных) баз —32:

1) фиксированный ультрафильтр — любая база-,
2) главный фильтр — главный фильтр-,
3) главный растр — главный растр-,
4) любой фильтр — главный фильтр с подбазой из одного конечного 

множества-,
5) любой растр — главный растр с подбазой из конечного числа одно­

точечных множеств-,
6) ультрафильтр — база с подбазой сильно конечного типа.
Доказательство. Рассмотрим три возможпых случая.
1) 931 — неглавный фильтр. Тогда, ввиду леммы 3, Si и Эр не 

имеют жестких подбаз, откуда, ввиду леммы 4, для перестановочности не­
обходимо, чтобы 32 и Э2* имели подбазы конечного типа. Но тогда, ввиду 
леммы 2, Э2 имеет подбазу сильно конечного типа. Если Si — ультра­
фильтр, то имеем случай 6) теоремы; если же ЭЭ1 — не ультрафильтр, то 
Sj — не растр и ввиду леммы 5) для перестановочности необходимо, что­
бы 332 было фильтром, который будет порождаться конечным множеством, 
и ввиду леммы 12 получаем случай 4) теоремы.

2) Si — главный фильтр. Если Si—ультрафильтр, то он фикси­
рован и, ввиду леммы 11, имеем случай 1) теоремы. Если же St — не уль­
трафильтр, то он не растр, и ввиду леммы 5 для перестановочности необ­
ходимо, чтобы S2 было фильтром. Если он главный, то ввиду леммы 10 
имеем случай 2) теоремы; если же он неглавный, то дело сводится к уже 
разобранному случаю для пары: S2—

3) Si — не фильтр. Ввиду леммы 5, для перестановочности необхо­
димо, чтобы S2 было растром. Но тогда S2* — фильтр, и дело сводится 
к одному из уже разобранных случаев для пары S2*—8Г.

Математический институт с Вычислительным центром Поступило
Академии наук МССР 18 X 1974
Кишинев
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