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В прямоугольнике (?=[0, 2л]X [0, 71] рассматривается смешанная за­
дача

ди
(—1)т — +^(ж, t, и,.. .,D2m~2u) \D2m~2u\eD2mu=h(x, t); (1)

rit
u(x, 0)=0; Dhu(fi,t) =Dhu(2n, i), /с=0,1,..., 2m—1, p>0. (2)

Функция s4-(x, £, So, • • •, ^гт-г) удовлетворяет условию Каратеодори, при­
чем существуют постоянные щХ), л^0>0 такие, что

(z, i, I) (x, t, f) eQXR2”-1.

Таким образом, уравнение (1) есть нелинейное уравнение параболиче­
ского типа, которое вырождается в тех точках (х, t) где D2m~2u=Q (та­
кое вырождение принято называть неявным).

Уравнение вида (1) встречается, например, в теории пограничного слоя 
m=i, последнему уравнению (точнее, уравнению Прандтля) посвя­

щен ряд работ (4_6), в которых изучается классическая разрешимость сме­
шанной задачи.

В настоящей работе установлена разрешимость задачи (1), (2) в клас­
сах обобщенных функций.

Доказательство проводится методом Фаэдо — Валеркина — Хопфа и ос­
новано на теоремах компактного вложения нелинейных множеств с конеч­
ным «интегралом энергии».

1. Определения и формулировка теоремы. Обозначим че­
рез 5^(<?) совокупность функций и(х, t): ОХ*'1. удовлетворяющих следую­
щим включениям:

u^LP (О, Г; Wpm~2 (0, 2л)) ПЛ” (О, Т- Нт (0, 2л)),
| D2m-2U | (Р-1)/г£)3т-2ие7;29 (о, Л; Ж9‘ (0, 2л)); 

|Л>2’"-2и|р/2Д2™-2иЕЛ2(0, Т- И1 (0, 2л)),

\D2m-4i\pD2m-2u^Lq(0,T- Ж? (О, 2л)); — <^Lq(Q), и(^,0)=0, (*)
dt

Dllu(0, t) =Dhu(2n, t), k=0, 1, ..., 2m—1, p=p+2,
f (p+2)/(p+l), p>‘/:.

Q I (2—p)/2(l—p), p<’/2.

Определение. Функция u(x, t) называется решением
задачи (1), (2), если удовлетворяет уравнению (1) в смысле простран­
ства Lq(Q), т. е. для любой функции v(x, справедливо тождество:

(—l)m[ vj+[s£(x,t,u,..., D2m~2u) \D2m~2u.\pD2mu, v] = [h, и], (3)

гДе [’, •] —интеграл по Q.
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При этом второе слагаемое регуляризуется следующим образом:

[^(х, £, и,... ,Zr,,l“2a) \D2m~2u\pD2mu, v] = 
~[s£(x, t, и,.. ., D2m~2u)D( |Z)2>"_2u|pZ)2m“'n), y]— 

—p[s£(z, t, u, D2m~2u) \D2"‘^2u\p~2D2m~2u\D2m~lu\2, r], (4)

Из (*) следует, что слагаемые, находящиеся в правой части, имеют 
смысл.

Теорема. Для любой функции h(x, t) Л'(Q) существует no крайней 
мере одно решение и(х, задачи (1), (2), где

V(Q)-
г Lq(0, т- И7(0,2л)) /ЦО, t)=h(2n, t), при рЛ2,
U9(0, Т; Wq2(0, 2л)) V/jey((?)? Z)JA(O, t) =D:ih(2n,, /), /=0, 1, при p>2.

Доказательство этой теоремы намечено в и. 3.
2. Теорема компактности.
Лемма 1. Пусть а0, оц, а2 удовлетворяют условиям —КаоЛО, а2Л1, 

а2+ао(а2—1)>«1>1.
Тогда для любой функции у (ж) еС2(0, 2л), /Ту(0) =2Ту(2л), /=0, 1, 

справедливо неравенство

J |y|“"|Z)y|a'+a2dz<K J Ы“о+а‘|£>2у|а! dx. (5)
о о

Замечание. Левую часть можно написать в виде

f |y|“»|Z)y|ai+a2 dx*=------- \ D(\v\a°v)\Dv\a,+a2~2Dvdx, (G)
J l+a0J
0 0

где интеграл понимается в смысле обобщенных функций.
Подынтегральная функция в правой части почти всюду определена п 

конечна. При v(x)=0 подынтегральная функция почти всюду равняется 
нулю. Для дальнейшего заметим, что почти всюду

—;—D(\v\a°v')\Dv\ai+az~2 Du = I—————Z)(|p|“»/<a‘+“2)p) I . (7)
l+cio I a0+ai+oc2 I

Доказательство леммы аналогично доказательству леммы 1 
из С).

Лемма 2. Пусть числа a0, a„ a2 удовлетворяют условиям ссо^О, а2>1, 
a2>ai^=l (или с/.„Л0, a2>2, a2>«i>0).

Тогда справедливо утверждение леммы 1.
Лемма 3. Пусть числа а0, «1, а2 удовлетворяют условиям

Тогда для любой функции, удовлетворяющей условию леммы 1, спра­
ведливо неравенство

2л 2л

J I v I ao+a, 17)2^1 «2-cti dx^K^ lv[a°]D2vla2 dx. (S)
о 0

Для доказательства см. (7).
Введем следующие обозначения:

S7, г, q(G) = {у ||| | у | Мк9Т(с)<+°°}, 7=1, 2. (9)
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В этих множествах определим полунормы (см. (2))
1/(г + 1)9

[dsrr9(G)={ J , q>i, Г>0. (10)
G

Таким образом, определены два, вообще говоря нелинейных, полупор- 
мированных множества.

Теорема 1 (см. (2) или (3)). Вложение
Sirr,q(G)czL,r^l)g(G) компактно. (11)

Определение. Вложение 52, r, q(G) <=Sit r, q(G) назовем колпак т- 
ным, если из любого множества функций v(x), для которых [v]2, т, 

7f=const), можно выбрать последовательность ик(х) такую, что 

vK(x)=>v(x) в L;.r+1)g(G),
Z>(|pA|’4)=^Z>(|y|r0 в Lq(G).

Т е о р е м а 2. Вложение

S2, r,q(G)c2Sii r,q(G) компактно. (12)

Теорема 3. Пусть S(G') — полу нор мир о в анное множество из LP(G) 
(9,10), причем вложение S(G)<=LP(G) компактно.

Тогда вложение
^(<2) <=Л^(0) компактно, (13)

где множество 6T(Q) определено следующим образом-.
т Т Л- Q

5а(<2) = |и | j [u]s(G> di< + oo; J||^||| (Й< + °°|.

Для доказательства см. (2).
Теорема 4. Пусть St(G') и S2(G) — полунормированные множества 

(9, 10), причем S2(G) <=Si(G) -LgiG) компактно.
Тогда вложение

Т; S, (G) ) компактно. (14)

3. Построение приближенного решения. Предель­
ный переход. Решение и„(х, t) будем искать в виде

п

Un (,X,t) = у1, с„ь (i) Wk (х) , {wh (х) } = { (cos hi,x, sin XkX) }, 

при этом коэффициенты cnh(t) ищутся из системы дифференциальных 
уравнений

(_1)т^__Д, wky+<s/(x, t, ип,..., D2m~hin) \D2m~2un\pD2mun, wT>=<,h, wf:>, 

fc=l,2,... ,n. (15)
Эта система имеет решение, причем, в силу полученных ниже оценок, 
в полном интервале [0, 71].

Стандартно получим априорную оценку 
vraimax <.D”’u,„ D’nun'> + [\D2m~2un\pD2mun, D2mun]^C. (16)

ie [0, T]

Далее, используя неравенства, полученные в п. 2, доказываем (ср. (3)), 
что

dun/dt ограничены в Lq(Q). (17)
Из (16) и (17) следует

/)2"-и„ ограничены в P(Q) П^2, V(Q), 
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где s=(p—1)/2 или р/2, при этом [i=2q или 2; Л=2р/3 или р, при этом 
v=3(p+2)/2(p+3) илир (а==1/з)-

Остается показать, что предельная функция и(х, t) удовлетворяет 
тождеству (3). Для этого используется регуляризация (4). Первое слагае­
мое в моментных уравнениях (15), соответствующее этой регуляризации, 
слабо сходится в силу известной леммы (см. (*)). Второе слагаемое при 
р>2 тоже в силу следующей леммы слабо сходится (см. (7)).

Лемма. Пусть D2m~2un(x)-+D2m~2u(x) почти всюду в [0,2л], 
a D( | Z>2”1—2ii„ | &Z>2’”_1u„) -+D( \D2m~2un |Ф2“_1м) слабо в Lv(0, 2л).

Тогда, если f(x, ип,... ,D2m~zun) — непрерывная функция по Dku и 
||/(z, и„,. .., D2m~2un) ]]Ьг(о, г^К, где l/r+l/^l, то

](х, un,...,D2m-zun)D(\D2’n-2un\^D2m-lur<)^f(x, и,..., D2-lu)X 
XD(\D2"l~2u\'-D2m^'u)

в Lx (0, 2л).
При 0<р<2 второе слагаемое можно представить в виде

<^{х, t, и„,..., D2m~2u„) \D2m^2un\p~2D2m~2un\D2m-1un\2, wK> =

=---- t, un,..., D2m-2Un) \D2ni~2un\apD {\D2m^2un\i'i~a-',pL)2m^iun), wk> +
ap

т—<^(ж, t, un ,..., D2r"-2un)D{\D2m-2un\(‘D2M-iun), wk>, 0<a<‘/2, 
ap

из которого также в силу леммы следует слабая сходимость.
Далее, переходим к пределу в (15). Так как dujdt ограничены в Lq(Q), 

сл
то можно считать, что du,Jdt~+du/dt в Lq(Q). Переходя к пределу, для 
любого фиксированного к получим

д и
(~1)т<—, и^У + Ш^х, t, и,.. . ,D2m~2u) \D2m~2u\pD2mu, wky = <.h, wk>, 

dt
откуда немедленно получаем, что имеет место равенство (3).

Замечание. Имеет место аналогичная теорема для более общих 
уравнений

(—1)“ — + (ж, t.u,..., D2m~2u) \D2m~2u\pD2mii+
dt

-гВ (x, t,u,..., D2m~2iT) I D2m~2«|PZ)2’" ~lu+C (x, t,u,..., D2m~2u) =h,

где \B(x, t, I) |C(..r, t, I) \^M 2) | g„ | рд, O=Cpn<p, п удовлетворяют

условию Каратеодори.
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