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В последнее время вызывает большой интерес изучение предельного 
поведения композиций случайных элементов на топологических группах. 
Для бикомпактных групп вид этого распределения в случае независимых 
одинаково распределенных случайных величин найден в работах Кавады 
и Ито (*), Урбаника (2) и Клосса (3, 4).

Оказалось, что предельными распределениями могут быть только меры 
Хаара подгрупп.

В работе (*) были указаны достаточные условия, при которых закон 
распределения композиции неодинаково распределенных случайных эле­
ментов слабо сходится к мере Хаара группы. Эти условия были улучше­
ны Клоссом, которым была доказана следующая

Теорема (4). Пусть Н — бикомпактная связная топологическая груп­
па, пгн — ее мера Хаара. Пусть ..., ... — последовательность слу­
чайных независимых элементов группы Н, и p,j, . . ., ц„ ... — их распре­
деления вероятностей, т. е.

Pi(E) =1Рг{&^Е<=Н — борелевское множество}.

Пусть существуют числа е>0 и т]<1 такие, что для любого ЕсзН и для 
любого I из тн(Е)<.г, следует щ(Е)<ц.

Тогда последовательность сверток vn=p1* ... слабо сходится к 
мере Хаара тпн (тп(ЕГ) =1).

Напомним, что свертка мер определяется равенством

(p*v) (Е) = J ц (Eg-1) dv (g).
н

Слабая сходимость означает, что для любой непрерывной
функции f(h) на группе Н имеет место равенство

lim J/(/i)dv„(/i) =
И

В настоящей заметке излагаются результаты, связанные с сильной 
сходимостью сверток мер. Сильная сходимость определяется так.

Пусть т — конечная знакопеременная мера (заряд) на пространстве X. 
Разложением Хана т называется представление т в виде разности 
двух неотрицательных мер т=т+—т~, причем должно существовать изме­
римое подмножество А+<=Х такое, что

т- С4+)=т+(Х\Л+)=0.
Разложение Хана всегда существует.

Положим

f /(/i)dmH(li).

||т||=т+(4+)+т-(Х\А+).
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Скажем, что последовательность v„ сильно сходится к мере v, если 
||vn—v|[-*0 при (В теории вероятностей ||v„—v|] называется рас­
стоянием по вариации).

Пусть р — конечная неотрицательная мера на компактной топологи­
ческой группе Н. Предположим, что р абсолютно непрерывна относитель­
но меры Хаара тн, тн(П) =1, a d[i/dmH есть производная Радона —Ни­
кодима. На положительной полуоси определим функцию

М»(х) = тн ■[h е= Н-
1. dirt#

Положим теперь
со

S(p) = j [M^xYfdx-

так как
М,, (х) min 11, ) |,

то интеграл 5(р) всегда сходится.
Теперь можпо сформулировать основную теорему данной работы.
Теорема 1. Пусть ..., ...—независимые случайные эле­

менты бикомпактной связной топологической группы Н. Пусть р15... 
..., р;,... — их распределения вероятностей. Пусть для всех i зафиксиро­
вано разложение р,="fi+б,-, где и 6, — неотрицательные меры на Н, при­
чем меры у, абсолютно непрерывны по мере Хаара тпИ.

Если а) группа Н есть (конечномерная) группа Ли, б) ряд SS(pi)
i

расходится, то последовательность мер Vi=pt* ... *р,- сильно сходится к 
мере тн.

Замечания. 1) Хотя техника доказательств существенно опирает­
ся на существование структуры группы Ли на группе Н, кажется прав­
доподобным, что приведенная выше теорема остается справедливой и без 
требования а).

2) Сходимость называется усиленной, если она сохраняется после
изменения законов распределения конечного числа случайных элементов 
g;,,..., k=0, 1,... Из условия б) следует, что сходимость, вытекающая
из нашей теоремы, является усиленной.

3) Пусть v„=pi* ... *щ,=с„+5п, где v„ и б„ — неотрицательные меры 
на группе П, a v„ абсолютно непрерывна по мере Хаара тц. Из замеча­
ния 2) легко вытекает, что для каждого п можно так выбрать меры vn и 
их плотности рп (плотности можно варьировать на множестве меры нуль), 
чтобы последовательность функций рп равномерно сходилась к функции, 
тождественно равной единице.

4) Величина S(p) является хорошей «мерой разброса» меры р. Напри­
мер, пусть М (х) — функция, удовлетворяющая некоторым естественным 
условиям (перечисляем ниже условия 1—3), а р — вероятностная мера на 
отрезке такая, что М^(х) =М(х). Если | —случайная величина с законом 
распределения р, то для ее дисперсии имеет место оценка

со
D^i/1^JH3(x)dx=i/12S,

О
причем ее пельзя улучшить.

5) Предположения нашей теоремы являются более слабыми, а утверж­
дения — более сильными, чем теорема Клосса в применении к группам Ли.

Развитая в статье техника применима также к случаю схем серий и к 
случаю зависимых случайных элементов.

В наших терминах улучшить теорему 1 нельзя. Именно, имеет место
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Теорема 2. Пусть монотонно убывающие функции М,(х) на [0, °°) 
таковы, что

1) ЛД(ж)>0;
2) Mt(x) непрерывны слева-,

оо

3) lMt(x)dx=i;
О

4) ЛЛ(1)<1.
Пусть G — произвольная компактная связная группа Ли, для которой 

существует нетривиальный гомоморфизм в окружность.
Если ряд

оо

MiS(x)dx
i О

сходится, то найдется последовательность вероятностных мер p.lt..., у,-,... 
на группе G таких, что (х) =М((х), причем последовательность г,= 
= щ* ... не сходится к мере mG даже в слабом смысле.

По-видимому, такая теорема справедлива для произвольных групп Ли. 
Важным шагом в доказательстве приведенных выше теорем является 

получение оценок снизу па меру Хаара произведения двух подмножеств 
компактной группы Лп через меры Хаара этих подмножеств.

Пусть A, B^G — измеримые подмножества. Обозначим
AB={g^G-, g=ab, а^А, Ъ^В}

и пусть mG есть мера Хаара G, причем 7тгс(Сг)=1. Если группа G коммута­
тивна, то имеет место оценка

mG(ABy^mni{m(;(A)+m(i(B), 1}

(см. (5)). В общем случае некоммутативной группы такую оценку получить 
не удается. Однако имеет место следующий результат:

Справедливо по крайней мере одно из утверждений:
1) т0(Л5)^тах{7п0(И), mG(B)}+mG(A) -mG(B);
2) для любого максимального тора T^G найдется элемент gT^G такой, 

что имеет место включение gTTcxAB.
Отсюда без труда можно вывести следующее предложение:
Пусть At, ..., At,... — последовательность измеримых множеств груп­

пы G, и ряд ^imG(Ai) расходится.
г

N

Тогда найдется номер N такой, что выполняется равенство ]Д Ai=G. 
г=1

(Это равенство нужно понимать в том смысле, что для любого элемента 
g^G найдется последовательность элементов а^ ..., at,..., а^А таких, что 
g=a, • • aN.)

Стимулирующее влияние оказала на автора статья (6), написанная им 
совместно с Р. Л. Добрушиным. Автор пользуется случаем выразить 
Р. Л. Добрушину признательность за ценные обсуждения в процессе напи­
сания настоящей работы.
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