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1. Пусть Е — линейное метрическое пространство с метрикой р(м, и), 
инвариантной относительно сдвигов, М — некоторое множество в Е, Fi(u), 
i=0, 1,.. . , k, /с+1,. . . ,1, — вещественные функционалы на М. Требуется 
минимизировать Е0(и) на множестве Q={u^M; Fi(u)^0, i=l,..., k, 
Fi(u)=0, i=k+l,. .. ,1}. Эту задачу будем в дальнейшем называть основ­
ной задачей. Пусть точка u°<sQ исследуется на локальный минимум. Без 
ограничения общности можно считать, что F0(u°) =0, так как всегда можно 
перейти от Fo(и) к функционалу Fo (и) —FД г?).

Скажем, что в точке и0 выполнено сильнейшее необходимое условие ло­
кального минимума (или, коротко, s-необходимость), если не существует 
последовательности 6гг"-*-0 такой, что

Г,(н.°+бип) <0, i=0, 1, . . . , k, Fi(u0+6u’1) =0, i=/c+l,. .., I, (и°+8ип) =М.

Скажем, что в точке и° выполнено слабейшее достаточное условие ло­
кального минимума (или, коротко, s-достаточность), если не существует 
последовательности би”^0 такой, что FQ(u°+8un) =СЮ, (ii°+6un)т- е. 
если и° — точка строгого локального минимума.

Пусть у (би) — вещественный функционал, заданный на множестве 
М—и°={8и^Е:8и=и—и°, и^М}, причем 7(0)=0, у(8и)>0 при бн+0, 
7 (би) непрерывен в точке би=0. Скажем, что в точке и0 выполнена "(-не­
обходимость, если при любом С>0 для задачи минимизации функционала 
Го(ио+би)+Су (бн) при ограничениях

Г;(и°+би)+С7(би)^0, i=l,...,k, Р^иа+8и)=0, i=k+i,... ,1,(и°+би)^М, 

в точке бн=0 выполнена s-необходимость. Если при некотором С<0 в этой 
же задаче бн=0 доставляет строгий локальный минимум, то будем 
говорить, что в точке и° выполнена 7-достаточность. Для основной задачи 
^-необходимость является необходимым условием локального минимума, 
а ^-достаточность гарантирует строгий локальный минимум в точке и0.

Понятия s-условий и 7-условий были введены в (*, г) для случая, когда 
Е — банахово пространство, М=Е, а ограничения типа равенства могут 
задаваться и бесконечномерным оператором. Однако даже если Е — бана­
хово пространство, результаты (*, 2) нельзя применить к рассматриваемой 
здесь задаче из-за ограничения и^М, которое может быть очень «плохим», 
если его задавать аналитически (см. ниже пример 2; в нем множество 
U(t) не обязано быть связным). В настоящей статье получены критерии 
s-условий и 7-условий, обобщающие аналогичные результаты из (*, 2) на 
линейные метрические пространства и на случай, когда среди всех огра­
ничений выделено одно, не заданное функционально. Это обобщение осно­
вано на предлагаемом нами понятии тонкой выпуклой аппроксимации всей 
задачи в точке и°.
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2. Ниже везде предполагается, что если lsSZ^/c, 7?i(u°)<0, то функцио­
нал Fi(u) полунепрерывен сверху на множестве М в точке и°. Обозначим 
I(u°) = {6<i<k; Fi(u°) =0}, J(u°) =7(u°) U {k=l, ..., l}. Пусть d>Q — доста­
точно малое число. Для любого ил=М обозначим через М^и) = {и: (и+ 
+й)<^М, p(u, 0)^d}. Совокупность функционалов {ФДби] (u)}ieJ(u«), за­
висящих при каждом фиксированном биеЛ7Ди°) от вариации 
u.^Md(uQ+8u), назовем тонкой аппроксимацией основной задачи в точке 
иа, если для всех Ze=J(u")

Fi(u°+8u+u) = Ф4[би] (u) +gi(6u, u)p(u, 0),

где §,(би, и) ->0 при 8и, и->0, функционалы ФДби](и)->0 при 8и, и->-0 
и з/,(>0 такие, что

| Ф,[би] (й1) — ФДби] (и2) | =^Др(й‘, и2)

Тонкую аппроксимацию основной задачи в точке и0 назовем выпуклой, 
если замыкание множества

D[8u]=={y^RJ!':‘\ те/?1: 'З.и^М— (и°+8и) такое, что

т^р(й, 0), г/4>Ффби] (й), г/4=ФДбгг] (0), i=k+l,..., 1}

выпукло в при каждом бие/ИДи0).
Пусть F(u) — вещественный функционал в нормированном пространст­

ве Е, iC'^-E. Скажем, что в точке и0 функционал F(u) допускает тонкую 
выпуклую аппроксимацию, если существуют окрестность S(ua) точки и0 
и функционал Ф[би](й), определенный для любых 6ue5(u°), и^Е, вы­
пуклый по й, такие, что:

а) функционал Ф[би] (й) непрерывен в точке би=0, й=0,
б) 'F(u°+8u+u) =Ф [би] (й) +g (би, и) ■ ||й||, где 1~*0 при би, й->0.
Класс функционалов, допускающих в точке тонкую выпуклую аппрок­

симацию, оказывается весьма широким, и из этого класса пе выводит 
большинство локальных выпуклых операций. Приведем теперь примеры 
задач, допускающих в точке тонкую выпуклую аппроксимацию.

Пример 1 (задача математического программирования в нормирован­
ном пространстве). Пусть Е — нормированное пространство, М — выпуклое 
множество в Е, Fi(u), i=0, 1,..., Z,—некоторые вещественные функциона­
лы в Е, причем в точке и"е<2 функционалы Fi(u') для je7(u°) допускают 
тонкую выпуклую, аппроксимацию, а для i=k+l,... ,1 непрерывно диф­
ференцируемы (по Фреше). Тогда основная задача допускает в точке и0 
тонкую выпуклую аппроксимацию.

II ример 2 (задача оптимального управления). Пусть Е — пространст­
во измеримых на [0, Т] r-мерных вектор-функций u(t) =(ul (Z),..., ur(t)), 
для которых

т
vrai max |u(Z) |<°°, p(u, u)=j |u(Z) — u (Z) |Erdt,

0

M={u<^E: u(t)^U(t) при п.в. Ze[0, 71]}, где U(t) при каждом Ze[0, T] 
есть некоторое множество в r-мерном эвклидовом пространстве Er, U(t) 
равномерно по t ограничены. Далее, пусть

^(u) = j^'i(a:f[u],u(Z),Z)cZZ+gi(zT[u]), г=0,1,... k,k+i,...,l, 
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где Xi [и] — траектория в момент времени t следующей системы диффе­
ренциальных уравнений::

x(t)=f(x(t), t), О^Т,

с начальным условием х (0) =а: здесь х= (xt, ..., хт), f= (ft, ..., fm), функ­
ции t(x, и, t), gi(x), f(x, и, t) непрерывны по совокупности своих пере­
менных, непрерывно дифференцируемы по х и удовлетворяют по и усло­
вию Липшица на каждом шаре в £"!Х£ГХ£'1. Положим

Ф;[6и] (й) =/?,(u(’+6w) + J [Ht (xt [п°+бп], i|:(i> (t), u°(i) +8ti(f) , £) —
0

—Hi (х;[и°+бц), (t), u°(t) +du(t) —u (f), t) ]dt,
где

Hi(x, ip’1’, u, t)=-3~i(x, u, t) + (^w, f(x, u, t)), ^(i}(T)=-gix(xT(u)),
d

-~^^')(t')=-fx(xl[u°], u''(t), (t)+&~ix(xt[u'>], u°(t), f).

Нетрудно показать, что {Ф;[би.](й)} образуют тонкую аппроксимацию 
основной задачи в точке и° и, вследствие известной теоремы Ляпунова о 
выпуклости образа векторных интегралов, эта аппроксимация при любом 
фиксированном би является выпуклой.

3. Сформулируем теперь основные предположения, при которых будет 
рассматриваться основная задача.

I. Основная задача в точке u°^Q допускает тонкую выпуклую аппрок­
симацию {Ффби] (u)}ieJ(„o).

II. Тонкая выпуклая аппроксимация при би=0 является невырожден­
ной аппроксимацией ограничений типа равенств, т. е. множество W= 
= {(wt,..., Wi^)eH‘~k: Зй^М—и° такое, что щ=Ф/1+;[0] (й), I—к}
содержит в себе некоторый шар с центром в нуле.

III. Ограничения типа равенств где &={и^М: Е,(и) =0, 1=
=к+1,...,1], являются невырожденными в точке и°, т. е. существуют 
такие е>0, К>0, что для любого g^E, для которого (u°+g) <^М, p(g, 0)<е, 
справедлива следующая оценка расстояния до множества 5?:

dis(w.°+g, 5?)= inf p(a°+g, и)^К V 1^; (u°+g) I.
и е /?

i=k+l

Отметим, что в примерах 1, 2, если топкая выпуклая аппроксимация 
при бп=0 является невырожденной аппроксимацией равенств, то и сами 
ограничения типа равенств являются невырожденными в точке н°, т. е. 
в примерах 1, 2 условие III вытекает из условий I, II.

4. Для любых Fu^M—u", а= (а0,..., аг) е/?г+1 обозначим

L (и’+бгг, ос) = аИi (иа+§и)
1=0

Далее, пусть Qo есть совокупность векторов осе7?,+1 таких, что а,^=0 для 
z=0, 1,... ,k, aiFj(u°) =0 для 1=1,... ,к,

i k

^\<Ф<[0] (й)>0 Уйе^-гг0,
?=0 1 = 0

Заметим, что условие есть первого порядка необходимое условие
локального минимума в точке и0; в частности, в задаче оптимального уп-
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равлепия (пример 2) это условие эквивалентно принципу максимума 
Понтрягина. Точку для которой множество назовем стацио­
нарной точкой исходной задачи. Если множество Qo^^, то положим

^(u°+6u) = sup L(u°+6u, а).
аей0

Наконец, пусть
к I

о(ы“+би) = (м°+6и) + у1, \Fi(u°+8u') |,
2=0 2 = k+l

где Fi+=max [F, 0].
Теорема 1. Для основной задачи в точке и" s-необходимостъ выпол­

нена тогда и только тогда, когда и при каждом г|>0 функционал
S (u°+6u)+r|o(u0+6u) достигает на множестве М~и° локальный минимум 
в точке 6и=0.

Назовем точку иа регулярной точкой ограничений и^О. если сущест­
вует такая точка й^М—и0, что Ф,[0](й)<0, если F;(u°)=0 и
Ф,[0](и)=0, если i=fc+'l,..., Z. Условие регулярности ограничений в ста­
ционарной точке и0 эквивалентно тому, что a0^a>0 VaeQ0. Из теоремы 1 
легко следует, что если точка к0 регулярна, то для нее понятия s-необхо­
димости и локального минимума совпадают.

Теорема 2. Для основной задачи в точке иа s-достаточность выпол­
нена тогда и только тогда, когда и при каждом т]>0 функционал
S7 (u“+6zi)+цо(и°+би) достигает на множестве М—и0 строгий локальный 
минимум при 6и=0.

5. Приведем теперь критерий ^-необходимости п у-достаточности. Ска­
жем, что функционал у (би) допускает в точке би=0 тонкую аппроксима­
цию, если у(би+й)=у(6и)+£т(би, й)р(й, 0), где gv(6u, й)->-0 при 8и, 
и-*0. Если Е — нормированное пространство, то при любом е>0 функ­
ционал y(6u) = ||6uj|)+P допускает в нуле тонкую аппроксимацию.

Пусть функционал у (би) допускает в точке би=0 тонкую аппроксима­
цию, и° — стационарная точка. Обозначим

_ т ДДи° -j- 8и) + ца(и° ф- би)С = lim lim ---- 2-------------------- ------------- -
■'’"•'+0 6и-^0

' Ьи^'М—п°, Sut^o

Тогда справедлива
Теорема 3. Для основной задачи в точке и° ^-необходимость экви­

валентна условиям С^О, а ^-достаточность — условиям Фи=Аф С>0.
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