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Пусть А - простая конечномерная алгебра с центром К, NrdA / к: А-+К -- 
приведенная норма А (см. (*, 2)); 5(A) = (аеА | NrdA z к (а) = 1), А(1) = 
— [А*, А*] — коммутант мультипликативной группы А*. Очевидно, что 
А(1,£=5(А).

Следующая очень естественная проблема была поставлена независимо 
Таннака и Артпном в 1943 г. (см. (3, ‘)): будет ли 5(А)=А(|)? Так как 
A=L(n,D), где D — тело с центром А, то нетрудно показать, что 
5(A) =SL(n, D) — A'h<->~S(D) =D{,\ В частности, из результатов Дьедопне 
о некоммутативном определителе (см. (3)) следует эквивалентность про­
блемы Таннака — Артпна каждому из двух следующих утверждений: 1) при 
п>\ фактор-группа группы SL(re, D) по центру является простои; 
2) SL(n, D) при п>1 порождается унипотентными элементами. Позднее, 
в 1963 г. Кнезер и Титс высказали общую гипотезу о том, что для простой 
односвязной А-пзотроппей алгебраической группы G группа Gft/C(Gs), 
где C(Gk) — центр Gft, является простой абстрактной группой (см. (7_10)). 
Еще позже, в 1968 г. в связи с развитием алгебраической A-теории Басс в 
числе двух важнейших проблем ((“), стр. 222) сформулировал проблему 
Таннака — Артпна следующим образом: будет ли всегда 5АДА)=0?

Сложилось довольно сильное мнение, что все эти проблемы и гипотезы 
должны иметь положительное решение, хотя, несмотря на усилия многих 
математиков, с тех пор, как Накаяма и Мацусима (3) для поля К ф-адп- 
ческих чисел, а Ваг (‘) для поля алгебраических чисел показали, что 
5(A) = А(1), до последнего времени не было никакого прогресса в проблеме 
Таннака — Артпна. Были еще две работы Кодами (12), в которых утвержда­
лось положительное решение проблемы Таннака — Артина, но они оказа­
лись ошибочными.

Цель настоящей статьи — показать, что проблема Таннака — Артина 
имеет отрицательное решение, причем равенство 5(А)=А(1> является ско­
рее исключением, нежели правилом. Следовательно, общая гипотеза Кнезе­
ра — Титса п проблема из (“) также имеют отрицательное решение. При 
этом весьма существенно, что почти полностью выясняется механизм отри­
цательного решения проблемы и выявляются глубокие связи проблемы 
Таннака — Артина с теорией полей классов и арифметикой вообще, позво­
ляющие вычислять группу 5Ai (А) =5(А) /А(1>. ;

Как уже отмечалось выше, все сводится к тому случаю, когда А — тело. 
Далее, так как А есть тензорное произведение тел взаимно простых индек­
сов, то достаточно ограничиться такими телами А, что [А : К]=р"’, где р — 
простое число. Для тел А простого индекса Вангом (‘) доказано, что 
5(А)=А<1!. Но уже для тел индекса 4, т. е. [А : А] =16, проблему решить 
не удавалось. Оказывается, этот случай выпукло отражает общую си­
туацию.

Пусть р, г — различные простые числа, Q — поле рациональных чисел;
Ор — соответственно поле и кольцо целых р-адических чисел; А(ж, р) — 

поле рациональных функций, А<а?, у~> — поле, а А[Щ, у']] — кольцо фор­
мальных степенных рядов от х, у над А. Через Т (а, Ь) обозначим алгебру 
кватернионов над А, обычным образом соответствующую паре (а, Ъ). Через 
(а/,В) обозначается символ Лежандра.
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Основная теорема. Пусть А^Т(х, 2) ® Т(у, 3), Тогда
Q(x, у)

5(4)=4(1); более того, если А=А ® Q(x, у~>, Л=Л ® QAx, у), то 
Q(x. у) Q(x, у)

5(4) А А(1), в частности, S(A) А=А(1), S(4) AA(i).
Более общо: пусть А(р, 3)=Т(х, р) ® Т(у, 3), где (р/3) =—1,

' Q<x. у)
А(р, 3)=А(р, 3) ® Qtx, у>, А(р, 3)=А(р, 3) ® QAx, у>; тогда

~ Q<x, у) - Q(x, у> ~

SA(p,3)A=Aw (р,3) и при р=2 или p=i (mod 8) SA (р, 3) <А4(1) (р, 3).
3 а м е ч а п и е. Условие р= 1 (mod 8), фигурирующее в основной теоре­

ме, так же как и поле 3-адическйх чисел Q3 в действительности введены для 
большей прозрачности рассуждений. В процессе доказательства будет вид­
но, что можно построить соответствующие примеры с произвольным QP.

Замечание 2. Аналогично могут быть построены тела А произволь­
ных индексов, для которых 5(Л)+Л(1), однако доказательства заметно 
усложняются, так как необходимо использовать арифметику куммеровых 
расширений, в частности, свойства символа норменного вычета.

Замечание 3. Случай тела А (2, 3) специально выделен в основной 
теореме, так как для него рассуждения особенно наглядны. Разумеется, 
все результаты для двух переменных х, у распространяются на большее 
число переменных.

Доказательство основной теоремы базируется на арифметических свой­
ствах квадратичных расширений, а также свойствах ветвления тел и реали­
зуется в виде следующих лемм.

Лемма .1. Пусть р и г — различные простые числа, тогда А(р, г) = 
=Т(х,р) ® Т(у,г) является телом; если к тому же (р/г) =— 1, то

Q(x, у>

А (р, г) —Т (х, р) ® Т {у, г) является телом.
Qr(x, у)

Доказательство леммы 1 сводится к вопросу о представимости 
нуля формой /=хх2+рх2 — рхх32—уг/12—гуг2+гуу32 (см. (‘), стр. 293).

Если D — тело над дискретно нормированным полем К, то OD обозначает 
кольцо целых элементов D (см. (13, 14)). Пусть Q(p, г) =Q(p'h, г'2), Q(p, г) = 
^QAp\r").

Лемма 2. Если (p/r) =—1, то при гА2 кольцо
’ °? + °гр1'" + °"г'2 + °г '*• Г2(р, г)

Для конечного расширения А поля К через N, / к обозначается норма А 
над К.
' ■ Лемма 3. 2+3'/2еА^ (23) z (Q (2, 3)), в частности,

N~ (1 + З1-'2 + 2*/* J- Ч 6+) = 2 4- З*'20(2,3)/Q(3i2) \ “ '2 1 11 ' ^1'-'-

Лемма 4. Nщг.з) / q344 (II (2,3)) zz>Qs,
Доказательство вытекает из того, что А^з+о / <?3((А*) ]=2,

символ Гильберта (3; 2)3= (2/3) =—1 (см. (t5), стр. 80) и 
(2,з) / <ыз'4 (3/г) —3.
Так как NQ3(3'h) / q3(2+3'2) =1, то по теореме 90 Гильберта 2+3'!‘ = bo(b)~1, 

где о: а+р-3'/2~>-а—(4 3'2, а произвольное b имеет вид (3+3'/2)£, где
Лемма 5. Для всякого 1—Q" элемент (З+З'Д 3> / q.,(3’4 (Г1(у> 3))

при (у/3)=—1.
Достаточно доказать, что при 6=z1+y13‘2+z2p/2+y2(3p)1'2, где z;, у^О;„ 

N(b)=zli+3y12-p(zi:i+3y22) + (2ylzl—2pz2y2)-3'l2^3+3'12.
Лемма 6. Пусть (p/3)=—i и р=1 (mod 8) при р+2. Тогда 

(2+3/а) t.V я (р, з) / <г(з'А) (^2 (у, 3)).
Для доказательства применяем теорему Хассе о нормах в цикли­

ческих расширениях и вычисление символа Гильберта (a, Ъ)„ для квадра­
тичных расширений локальных полей (см. (13), гл. XIII).
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Лемма 7. Пусть (р/3)=-1, тогда (2+3'Д e7Va(p, 3)/y(3i 2) (Q (р, 3)). 
Доказательство для р=2 следует из леммы 3. В общем случае 

применим обобщенную теорему Гензеля ((16), стр. 285) для системы двух 
квадратичных форм с ненулевым редуцированным якобианом.

Лемма 8. если Oa\v. г> — кольцо целых элементов А(р, г) относитель­
но поля формальных степенных рядов СКх'Х.у) переменной у с полем кон­
стант Q<x>, 91(2,_ г, — простой идеал Оаср.а, то Оа(р, г)/Й(р, г^Т(ж, р) ® 

Q(x> 
®<2(з'/2)а>.
~ Доказательство вытекает из того факта, что индекс ветвления 
А (р, г) (см. (13), гл. XII) равен 2.

Лемма 9. Пусть D(p,r)=T(x, р) ® Q(3'l2)<.x> и при (р/3) =-1 
~ <5<*)
D(p, 3)==7’(х, р) ®<2з(3'/2) <х>. Тогда

0О(р, rY^Dip, г) Q (р'у Г+),

Ох (р, 3) Q3 (рО, 3’0.
JJ(p,3) D(p, 3) V

Л e м м a 10. Пусть (p/3) =—1, тогда в обозначениях леммы 9 
— Хг(1п„ з) / озо11,х} (D(p, 3)), а при р=2 или p=l(mod8) 
eNrdm,, 3)^(3* д <л> {D (р, 3)).

Для доказательства применяются леммы 3, 6, 9.

(2+3’Де
(2+ЗДе

Можно считать, не ограничивая общности, что t^Q3 [ [х] ]. Если 
Nrdo(P, з)/<г,<»*.'») <х>(б) = (3+3'")f, то 6еОЗ(р,3). Пусть 6 содержится в макси­
мальном подполе F тела D(p, 3). Тогда либо F неразветвлено, либо вполне 
разветвлено. В перазветвленном случае Nrd(6) =ЛД/е,(.з1Д<х> (б)=(3 +3 2П > 

■> (б) =ПТцр, з>/(з‘ ’) (б) = (3+3/г) t, где черта означает образ по 
модулю 3l5(p, 3). Если 7+0, то из лемм 5 и 9 получается противоречие. Но 
нетрудно видеть, что всегда существует такое t, что 7+0. Если же F впол­
не разветвлено над Q3 (3‘/г) <ж>, то 

где t=£0.
Лемма 12. Существует такой элемент беД (р, 3), что при (р/3)=—1 

Nrd5(Pi 3)/q3cx,j/> (б) =(2+37г) и Nrdofp, г)/р<х, »>(б) = (2+3'/г)/если р=2 или 
p=i (mod 8); в частности, при р=2 в качестве б можно взять (1+3"+ 
+ 1/2-2’/“+1/2-67=).

Лемма 13. Пусть л=у\ тогда л порождает в А(р, 3) и А(р, 3) внут­
ренний автоморфизм второго порядка, который индуцирует на Од^зу/ 
/%А(р,з) и Оа.(р, з)/315(р, з) соответственно автоморфизм ср, <р, не тождест­
венный на центре.

Лемма 14. Пусть и'е.Т1 или Д(1> при обычных условиях на р. Тогда 
Nrdnip, 3)/Q(312)<x> (й!) =0фД0)_12_гЗг fieNr'liJ-fp, зш+щхД-ЕДр, 3)) и анало­
гично NrdSfp, .н/^из+кх) (w) =Уф(к)-1 (w и w обозначают вычеты по мо­
дулю простых идеалов).

Следующая лемма завершает доказательство основной теоремы.
Лемма 15. Пусть FySA (р, 3) при (р/3) =—1 и NrdщР, х/оаУщ*) (б0) = 

=2+3'2 для вычета б0- Тогда б0^Л(1'(р, 3); если р=2, то Д+З’^+'/г- 
.2^+Vs (2, 3) ,
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Замечание 4. Бесклеточная серия контрпримеров, построенная 
в основной теореме, минимальна не только в смысле индекса, но и в смыс­
ле поля, как показывает следующее утверждение, доказанное совместно 
с В. И. Янчевским.

Предложение. Если поле К является полем формальных степен­
ных рядов одной переменной, поле констант которого есть поле алгебраи­
ческих чисел или локально-компактно, то S(А) =A(i>.

Доказательство предложения использует некоторые рассужде­
ния, примененные ранее к гипотезе Хардера (17), и основано на редукции 
к полю вычетов.

Здесь уместно охарактеризовать общую идею, сыгравшую важную роль 
в решении проблемы Танпака — Артина. Уже давно стало ясно, что до­
вольно сложное доказательство теоремы Ванга для поля алгебраических 
чисел не отражает истинной природы результата. Но только недавно 
автору удалось найти короткое и идейно прозрачное доказательство тео­
ремы Ванга под влиянием теоремы Янчевского о совпадении S(A) и А(1) 
над СЛполямп. Оказалось, что все сводится к доказательству следующего 
утверждения: пусть D — тело с центром К, причем К является цикличе­
ским расширением простой степени подиоля Р, и пусть а^К, Л\-/Р(а)=1, 
цеХг(1п/к (Д); тогда существует такой элемент feeNrdD/K (£>), что 
a=ho(b)~', где о — образующая GaI(A/P). Если К — поле алгебраиче­
ских чисел, то это утверждение доказывается довольно легко, с помощью 
теоремы Эйхлера о норме.
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