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«Эллиптический» оператор второго порядка для функций на абстракт­
ном гильбертовом пространстве определен нами в С). Разрешимость 
«эллиптических» уравнений с таким оператором в случае, соответствую­
щем уравнениям с постоянными коэффициентами, изучалась в (2).

В настоящей статье рассматриваются вопросы однозначной разреши­
мости краевой задачи для уравнений с эллиптическим оператором типа 
П. Леви в случае, соответствующем самосопряженным «эллиптическим» 
уравнениям (сам лапласиан Леви (3) формально несамосопряжен). При 
этом, как и в (2), нам не требуются ограничения на области типа условий, 
приведенных в (4“6) для случая функций, определенных па пространстве 
функции.

Заметим, что бесконечномерные самосопряженные эллиптические опе­
раторы другого типа, не включающие симметризоваппый оператор Лапла­
са -- Леви, рассматривались в (7~10).

1. Пусть // — сепарабельное вещественное гильбертово пространство, 
Я., ^сЯ/^сЯосЯ-;, Я0=Я, {3'е(0, 1), —цепочка пространств из гильберто­
вой шкалы пространств {ЯД, — °о<ф<оо5 с порождающим оператором Т 
таким, что п Т-1^'— операторы Гильберта — Шмидта ((ж, у)п^ ||
= (/% Гф)н, л, z/еЯД.

Обозначим через 2ЛФ среднее значение функции Ф (Д) на Я по сфере 
НМи2—1 (см. С), стр. 247). _

Введем в рассмотрение пространствоУегЯ-!, Т={уе/?_1: 2Л({Уг/!, ... 
..., Уу».......}, A)Jf2=v, |v|<°° VE в Я}, где Е — базис в Я, h^HAI, и рас­
смотрим фактор-простпанство Y = Y/То, Y0 = {z/!=Y: 2К({Уг/!, ..., Уу;„ ...}, 
1Т)н~=0}, (y,z)^<y,z>r=W(y,h)H(z,h)n, y,z^Y, yeKy, z<^z (см. (2)).

Обозначим через С1® класс скалярных функций U(x), I раз непрерыв­
но дифференцируемых по Фреше в ®<^Н, @ — ограниченная область про­
странства Ис границей Г, ЯД®) — подкласс класса С'(®), состоящий 
из финитных функций, СД®)—класс функций таких, что U'(x)^T, 
С’ (S) czC1 (S), С" (S) — таких, что «эллиптический» оператор ZU{x) 
существует и не зависит от выбора базиса (*), С" (@) —С2 (S),

SU(ж) =2"(х, D)U(x')=^t(—A(x')Ku^(x'), h®h')nsH+

+ (а(х), U'(x) )в+а(х) U(x), (1)

О)<Д УЖоеЕ®, (2)

где ЛU(ж) — лапласиан Леви, Аь--еЯ_1®Я-1, Ки" — обобщенное ядро 
второй вариации функции U, U" (х) — гессиан, a U'(x) — градиент функ­
ции U(х) в точке х, А (х) — линейный ограниченный оператор в Я-^Я-^ 
a(i)eff+2-r, А(х), а(х) зависят, вообще говоря, от х, а(х) — скалярная 
функция.
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Пусть 82 (®) — гильбертово пространство функций на ®<^Н, интегри­
руемых с квадратом по гауссовой мере р с корреляционным оператором Т~2 
и нулевым средним

IIи l|l(@) = U2 (ж) ц (dx).
®

Хорошо известно, что конечномерное дифференциальное формально 
самосопряженное эллиптическое выражение

д2и 
дх^дхк

п
+Lai

1 = 1

ди
(ж,,...,жп) + а(ж„ ... ,хп)и,

() Xi

j=i

тесно связано с квадратичной положительно определенной формой

ди 
dxk + аи2 dxv... dx„.

Поэтому естественно определить бесконечномерный оператор Zс в й2(®) 
как оператор, ассоциированный с формой

[Ж (Л (ж) £7' 0 V, h®h)H®H + а (ж) UV\ ^(dx), 

n,VeC(®)nC''(®)nc'(S).

Равенство, определяющее 3?с, имеет вид

($<Д, Р)а.(@) = [Ж (Л (ж) V 0 V', /г 0 й)я®н + a (x)UV] ц (<7ж).

Интегрируя по частям и учитывая (1), получим, что
, У)«2(@) = § (— АКу, h 0 й)н®н + (a, U')H 0 aU 0

+ ® (AU' 0 Т2х, h 0 Л)н®н] ИИ (dx) = 
= (<2X7 + 5® (AU' 0 Т2х, h 0 ^)s2(®>-

Отсюда
00/(ж)-00(ж)0П1(Л(ж)700 7'2ж. /г®Л)н0Н, (3)

где Z такой,что

«zrtw= J^(-nej®efe, H6sH=ahjN, al=(a,el)H=- lim ХгУ, 0Т~’
i=l ;=1 ' J

ос(ж)^0, {е*}!0" — ортобазис из собственных векторов оператора Т, норми­
рованных в Н, а функции Л (ж), а(ж) и а(ж) предполагаются непрерывны­
ми и достаточно гладкими.

В частности, при А=Е (Е — единичный оператор), а=0 имеем, что 
0 = - Л, а ДсС7(ж)=-Д£7(ж)0ЭД{(ж, Л)н+1(77'(ж), h)H}.

В качестве области определения оператора 2и возьмем
S)^=C0co (@) ПС" (®) ПС' (®).
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Лемма 1.
С|р'(^)|||;>®(Л(.г)[7'® U',h® h)I1&H>c\\U\xy\^ С, с>0, те®. (4)

Действительно,согласно (1), (2;
Ci [ДК (у)]2 ц (dy) > [£ (т, D) U (у)]2 р (dy) > [ДП (у)]2 ц (dy).

(J (» 6S
Отсюда, продолжив Up(y)—U(Py) нулем вне ®ПЯД- и воспользовавшись 
ее преобразованием Фурье СД(£), имеем

Д2 ДД У, «/’MU»
' J,b=l .1=1

,v
P — ортопроектор, Р=ТлУьек па TV-мерное подпространство RN (см. (2), й=1
стр. 61). Полагая 'T'HU', е^н и переходя к пределу при Р-+Е, полу­
чим (4).

Обозначим теперь через 2В2А(®) пополнение С' (S) по норме
|| и ||2 А = \ (Л (х) U’ (х) ® V (х), h ® h)Il@H + а (ж) U2 (ж)] р (dx),

" 2 и

5В2А(@) — пополнение СоД®)ЛСД®) по этой норме, 5В2А(@) _ЖЛ(®). При 
А=Е,а=1 ЖД(@)=Ж2Д@) из (2).

2. Лемма 2. Н$, имеет полную меру в Н.
В самом деле, рассмотрим функцию Д (х) =ехр(—V2V||ас||i/p, ), v>0. 

При у->0 Д (х) (х) — характеристической функции множества Н^, 

Tet,=lhek, к=1, 2, ...,

поскольку 21 Л ,.2 + 2i3’=Sp Т 2+2?'<оо по условию.
h=\

Лемма 3. Если S — ограниченная область пространства Н^’, то диф­
ференциальное выражение (3) существует почти для всех х^®, 
^С~(®)ПС"(®)ПС'(®).

Действительно, S’U(x) существует по условию (*). По обобщенному 
неравенству Коши — Бупяковского и лемме 1 | Ш1(Л (х) U’®T'2x, h®h) н®н | 
^C\\U'(x) ||гУ21?(^, h) н+г. Так как

со
У, IXkl sg 1ЫЦ, VSp 7^2|5’<оо
Й = 1

по условию, то {У la:, |, ..., У |ад|, .. ,}еЯ. Как следует из (“) почти для 
всех таких элементов из Я, а значит, по лемме 2 и почти для 
всех х^в®, имеем |ЗЯ(Л (ж) U'®T2x, h®h)He>H\^'(/3C\\U'(x) Цу.

Лемма 4. Пусть ® — ограниченная область пространства Н^, a 3Rd< 
<||71-1||-Д г$е d — диаметр ®, R — радиус наименьшего шара в с цент­
ром в нуле, содержащего S.

Тогда справедливо неравенство

||Я|Ц((5))<я vne<A(@) ' (5)

(постоянная К не зависит от U, а только от ®).
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В самом деле, достаточно доказать (5) для ЛС/(®). Пусть
а^х(^Ь{, | bi—a,i | i=l, N,— параллелепипед в котором расположе­
на область @ЛДЛ-. Продолжая UP(x) нулем вне @ЛКХ, возводя в квадрат 
выражение

xi
£7Р(ж) =ехр(‘/4м2Ж;2) J — '/zXik^Uptx) Jexp(—‘/3i2xi2)dxi,

at 1
оценив его по неравенству Коши — Бупяковского, проинтегрировав по 
fip(dx), учитывая, что просуммировав по i от 1 до N, воспользовав­
шись тем, что. почти для всех i-® ЭЛ (ж, Л)н+1 =3, и, переходя к пределу 
при Р-+Е, получим (5) c^=2d2(l-37?d||^1||s’)-1.

Заметим, что в конечномерном случае неравенство типа (5) есть нера­
венство Фридрихса.

Теорема 1. Оператор 3<, имеет положительно определенное само­
сопряженное расширение в й2(®) ■

Действительно, 3„ — симметрический оператор, поскольку плотна 
в 82(@), и, интегрируя по частям, имеем VZ7, Уе©^ (3CU, V) «2(®) = 
= (К, 3CV) 82<в). Из лемм 1 и 4 следует, что оператор Зс. положительно 
определенный. Как положительно определенный оператор, 3,- допускает 
самосопряженное расширение с той же нижней гранью.

3. Функция ГС'У1(Ц! называется обобщенным решением задачи Ди­
рихле

3„U(x)=F(x) в ®, . U\T=G(x), (6)

если при заданных Уе£2(®), Ge282A(S) справедливо соотношение
§ (4 (х) V (х) 3 V’ (ж), h (3) h)H®a -г «(х) U (ж) V (ж)] p(cZ.r) = (F, V)8>(в)
®

ууеЕС0“(@)ПС"(®)ЛС/(®) и

Теорема 2. Существует единственное обобщенное решение краевой 
задачи (6).

Действительно, рассмотрим функционал Ф(У)=(У, У)8!(в)—(К, 
ТДзздцвн Он ограничен п линеен в 2В2А(@). По теореме Ф. Рисса о пред­
ставлении линейных функционалов он реализуется в виде Ф(У) = 
= (Z, У)Й2л((3), где элемент ZeSB2a(®) однозначно определяется функцио­
налом Ф(У). Отсюда (Z+G, У) Э?2Л(0)*=(У, K)e2(s), U=eZ+G — искомое ре­
шение.
Украинский научно-исследовательский Поступило
институт механической обработки древесины 10 VII1974
Киев
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