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1. В настоящей работе изучаются разностные аппроксимации следую­
щей задачи в полуплоскости R+2={x: ж=(ж1; х2), ж2^0}:

Au=/(ar), х2>0; (1)
ди ди

-Ц— + ^i-— = g(xl), х2=0, (2)
(j О

где А — оператор Лапласа, а / и g принадлежат пространствам Соболева — 
Слободецкого Н, и 'Не+Чг функций, определенных соответственно в R2 или 
в R!. Функцию и(х) ищем в пространстве /Д+2, s —целое неотрицательное 
число. Легко видеть, что граничный оператор в уравнении (2) удовлет­
воряет условию коэрцитивности Шапиро — Лопатинского (см., например, 
С,2)): _____

xit Si^R1.

Используя преобразование Фурье по х,, можно доказать априорную 
оценку решений задачи (1), (2)

(з)

2. Обозначения. R+л — квадратная сетка шага h>0 в полупло­
скости R+2, (0, 0) eR+л ;

(хц 0) eR+,J;

Dk,h (Dk h) — двухточечная аппроксимация вперед (назад) оператора 
д/дхк на сетке R+,h , /с = 1, 2; л' — оператор ограничения,

zTuAx,, Хг) =Uh(Xi, 0);
02. h — оператор сдвига,

(02, лИл) (^!, х2) ^uh(Xt, x2+h);

фг’(х), 0<r<q,— функция из класса C°°(R+2),

ф/(ж)=1 при |ж| <г,

фг’(я:) =ехр{( |ж| — г)2/[ (|л:| — г)2— (</-г)2]} при г< |ж| <q,

<prq(x)=0 при [х\5?д;

— пространство комплекснозначных функций uh (х), определенных на 
сетке R+л , с нормой

IIщ||'Л) = у1, (|щ|2+Ю18лщ|2+Ю2,,11гл|2) j ;

к2*,я
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'Z?s+!2— пространство функций иДх,), определенных на сетке JV, с нормой 
n/h у2

'ыС=[ J \
—л/Л

где г?л(|1) — сеточное преобразование Фурье функции щ.
3. Некоэрцитивность разностной аппроксимации с 

постоянными коэффициентами. Будем рассматривать класси­
ческую пятиточечную аппроксимацию на сетке R+,h\Rft’X{0} оператора 
Лапласа Д:

Дл=6г, h (^1, hDi, Ог, A, h) •

На границе Rft‘X{0} сетки R+,h введем оператор Ah:
Ah=zt'(—Di'h+xiDz'h), . (4)

где __
L)\, h=Dli hP(hDlt h, hD,, h, hD2, /,) + Dz, kQ (hDz, к), (5)

P,Q — не зависящие от h комплексные полиномы, удовлетворяющие ус­
ловиям

Р(0,0,0)=1, <?(0)=0.

Однопараметрическое семейство ^Р, <з={(Дл, Лл), А>0} будем назы­
вать разностной аппроксимацией задачи (1), (2). Заметим,
что (5) — общий вид локального разностного оператора, аппроксимирую­
щего на сетке R+л оператор д/дх,.

Разностная аппроксимация Q не сохраняет априорную оценку (3). 
Точнее, справедлива следующая

Теорема 1. Для любой разностной аппроксимации задачи (1), 
(2) существуют положительные постоянные г, С и h0, не зависящие от h, 
и однопараметрическое семейство сеточных функций щ^О, такие,
что uh=0 при | х | Х=г, и выполняется неравенство

^-^-(НДлщИГ1 +1Ащ||^!+1Мо'‘>), 0<Л<йо.
нА

Справедливо обобщение теоремы 1 на случай, когда оператор д/дх2 в 
граничном условии (2) аппроксимируется произвольной (локальной) раз­
ностной схемой.

Отметим, что разностный аналог условия коэрцитивности Шапиро — 
Лопатинского в применении к разностной аппроксимации Д^Р, о ((?=0) 
принимает вид

|^(£, -C,Z)+xA|>G-|?| Уце(-л,л), Ух^РР, (*)
где 

а постоянная С, не должна зависеть от х, и т] (см. (3,4)).
Некоэрцитивность аппроксимации д/Р] Q задачи (1), (2), установлен­

ная теоремой 1, связана с тем обстоятельством, что граничный оператор 
АЛ не удовлетворяет разностному аналогу условия Шапиро — Лопатин­
ского (в частности, любой полином P(tt, t2, ts) Принимающий в нуле зна­
чение 1, не удовлетворяет условию (*)}.

4. Класс аппроксимаций) допускающих слабую 
априорную оценку. Обозначим через 31 класс разностных аппрокси­
маций s&p, о задачи (1), (2), удовлетворяющих условию

sign ц-Im [£•£(£,—£, Л) ]5s0, -л^ц^л. (**)
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В частности, аппроксимация 0 удовлетворяет условию (**), если опе­
ратор (5) — простейшая симметрическая или йесимметрическая разность:

,.= (£>!_ л+Z»!, Л)/2, Р(1ц, 72, £3) = 1-£2/2,
или

Di, h—Di, h, P^l.

Для разностной аппроксимации s£Pi справедлива следующая
Теорема 2. Пусть uh{x)^H^, Ahuh^'H^,h.

Тогда имеет место априорная оценка

||udl^kC(i|A^||'h) +,|Млщ||3!+11^11оЛ> ), 0<h^hQ,

где (ДЛ, 0, а постоянные С и h0 зависят лишь от s и полинома Р,
h0>Q.

5. Построение локально коэрцитивных аппроксима- 
ц и й. Нетрудно доказать, что для любой разностной аппроксимации 0 
условие (*) нарушается лишь на конечном подмножестве точек xt.
Локально коэрцитивная разностная аппроксимация задачи (1), (2) может 
быть построена с помощью суперпозиции двух и более разностных аппрок­
симаций .АЧ, о=91, имеющих попарно непересекающиеся множества UP. Мы 
ограничимся рассмотрением следующего примера.

Положим _
Д, h=(p+l)Dlt h-p(Dt, h+Dlt h)/2, p>0,

а соответствующий (по формуле (4)) оператор обозначим через Bh.
Теорема 3. Для любой функции uh^H^2, h<l, справедлива оценка 

!1фг9щ1|1з12^С'(||Ал(срг9щ)||‘' +'||5л(фЛц)IL+'a+ЦщИо ), 

где постоянная С зависит лишь от р, s, г и q, q^5p.
Таким образом, семейство {(Aft, Bh), 0</i^l} дает пример локально 

коэрцитивной аппроксимации задачи (1), (2).
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