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1. В настоящей заметке получены достаточные условия бесконечности 
дискретного спектра сингулярного дифференциального оператора Н, кото­
рый является гамильтонианом квантовой системы частиц. Оператор Н изу­
чается в пространстве фупкций, преобразуемых по кратным неприводимым 
представлениям группы симметрии Я-прямого произведения симметриче­
ской группы на произвольную компактную подгруппу полной группы вра­
щений.

Полученные результаты (теоремы 1, 2) позволяют во многих случаях 
свести вопрос о бесконечности дискретного спектра оператора Н к иссле­
дованию того же вопроса для семейства операторов hx существенно более 
простой структуры, спектр которых хорошо изучен (\2). Эти результаты 
имеют простой физический смысл: доказано, что задача о бесконечности 
дискретного спектра оператора энергии многочастичной квантовой систе­
мы при некоторых условиях может быть сведена к аналогичной задаче для 
двухчастичной системы.

Сравнение теорем 1, 2 с условиями конечности дискретного спектра 
оператора Н (3) показывает, что полученные нами достаточные условия 
в ряде случаев близки к необходимым.

Результаты работы с соответствующими изменениями остаются в силе 
и для оператора энергии системы п частиц при наличии внешнего поля (3), 
а также при рассмотрении операторов (1), (3) без учета симметрии. Пз 
теоремы 2 (случай а) замечания 2) вытекают, в частности, все ранее из­
вестные результаты (4~6) о бесконечности дискретного спектра Н, исклю­
чая пример из (9). Недавние результаты (“), где рассмотрен оператор (I) 
при 7г=3 и без учета симметрии, не пересекаются с нашими, так как отно­
сятся к случаю ц°=0 (см. п. 6).

2. Введем в Я3"= {г} = {г4,..., г„}, цеД3, скалярпое произведение (•. •) 
и норму |•|

1,п
(г(1),г(2))4= 17-1/= (г,г)J, т,>0. 
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1, п
Следуя (12), определим гиперплоскость Ио={г^И3п, У т;Г,=0} и в про- 

г
странстве 5’2(Л0) оператор

1 1 1 ”Н=~ — Ао + — У,6,J(r.-j); (I)

i^=3

здесь До — инвариантно определенный на Ro оператор Лапласа, ri}=r. — г, 
6е(+)=6г(—+) — функции из класса Q(R3), Q(R3) = {й(л), ■&(г1) веще­
ственны й(Г1), lim Ji |й(Г1) Оператор H описывает

tr,-ri'!=si



относительное движение системы С= (1, 2,..., п) п частиц с массами m-t и 
парным взаимодействием 0Ч.

3. Будем обозначать через Z2=(C'1, С2) разбиения множества С= 
= (1,2, ...,п) на подмножества Са так, что С1ЛС2=0, C1UC2=C. Если под­
системы Ci и С2 тождественны, т. е. состоят из соответственно тождествен­
ных * частиц, то будем писать G'-G- Пусть

* Частицы с номерами /, j назовем тождественными, если т,-=7П}П 0a(rt)=0^(rt), 
к = 1. 2, . . . , п.

Mh= У' т" М==М^+М^ М7,=М.М2 (Mi+M2) -1.

Как и в (12), определим гиперплоскости IIZ', Р=0, с:

Я02’={г,геЯ0, £^г4=0, /с=1,2|,

проекторы Р^2 на эти гиперплоскости и действующие в 2’2(Z?^Z2) операто­
ры Я₽ (Z2):

1,2
^0(Z2)=-V2AoZ2+1/2J2 (2)

h i,j^Clc

где ApZ; — инвариантно заданный на R^2 оператор Лапласа. Операторы Н 
и H-;,{ZCj с областями соответственно C02(R0) и С02(Ярг2) существенно са­
мосопряжены в 2’2(7?о) и 5?2(Z?pZ2) (13). Расширим их до самосопряжен­
ных. сохраняя прежнее обозначение.

4. Обозпачим через S (С') группу перестановок тождественных частиц 
полсистемы С=С между собой. Для каждого Z2=(C,, С2) определим под­
группы SpZ;. 3=0. с. из 5(C): 5Л2 тривиальна, если С^С2, S32 порожда­
ется перестановкой меняющей местами и С2, если Ci~C2’,

S z ={ss-. g=S-Z:, ge5(C,)X5(C2)}.

Пусть, далее Л — такая компактная подгруппа полной группы враще­
нии. Ч’О

О/gr.)=A (г.). /./=1.2........ п. g^SC

Положим G=S(С)ХЯ. Gpz-=5?Z;X^'. Мы будем рассматривать представ­
ления g—-Ts групп G и G3- операторами Tg: Tgj (г) =] (g~lr) соответствен­
на в пространствах I?2(/?„). I?2 (7?/2). Типы неприводимых представлений 
этих групп обозпачим о= (и, 7.), сч= (х₽, л?), где х, х?—типы неприводи­
мых представлений групп 5 и 5?z=; X и — группы 3?. В случае, когда 
группа й тривиальна, иногда будем писать о=х. Матрицы неприводимых 
представлений рассматриваемых групп будем обозначать DC a=G. 7.. А, 
и т. д.

Отметим, что группа S3- при C'i~C2 имеет два неприводимых представ­
ления: симметричное (х=хс+) и антисимметричное (х=хг_). причем 
в подпространствах четных функций из S72(/?CZ2) выполняется х=хг, 
а в подпространствах нечетных — х=хс~ (ибо оператор gc действует в /?,= 
как инверсия ()2)).

5. Как и в (12, 13), определим проекционные операторы
3х, З’СЗС, 3>>‘», 3>а=33х-З3’', З^е^ЗЗ-ЗЗ и инвариантные для операторов II 
и пространства ^’=3>aS3i(Ra), ^Ч^^ХЗ72//?^2). Положим На=ПЗ>\
H3»(Z2)=H^(Z2)3>a». Операторы Я° и самосопряжены в /М и @3 В на­
стоящей заметке получены достаточные условия бесконечности дискретно­
го спектра оператора На.
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6. Пусть о=(х, %), aP=(xs, Х₽), 0=0, с. Будем писать (о0, ос)<о, если:
а) Z)z-XZ)Xe=Z)K“' для какой-либо неприводимой компоненты D^' пред­

ставления DK при сужении его с S (С) на SOZ1;
б) D'°®D^DK-,
в)
Будем писать о0“<о, если для некоторого ос выполняется (о0, ос)-<о. 

Пусть ц°== min inf inf Я0о°(22); Н(о; Z2) = {о0: о0<о, дискретный спектр 
z2 о0<а

ZZ/;(Z2) содержит ц°} *,  y2(o)={Z2: 3(o;Z2)#=0}.

* Отмстим, что если 5 (a, Z2)M=<p, то ц®<0. Обратное утверждение верно только 
при га=3.

7. Определим для произвольных а>0, В>0 и Z2 области
Kz>(a) = {г, r^R0, |Az г| |P/r| J, S(B) = {r, r^R0, \r\^B}.

Теорема 1. Пусть для данного о=(х,Л.) выполняется У2(о)^0 и 
существуют разбиение Z2=(Ci, С2)еУ2(о), функция QZ2(ri)^Q(R3), тип ос 
неприводимого представления группы G,?2 и числа ее (0,1), а>0, В>0 
такие, что:

1) у, re^(a)\S(S);

2) Гамильтониан hx=—0,oTAcZ2jcQZ2(PcZ2r) имеет бесконечный дискрет­
ный спектр в для всех тг= (1—е, 1+е);

3) (по, ос)Хо для какого-либо о0= (х0, Хо) еН(о, Z2).
Тогда дискретный спектр оператора На бесконечен.
8. Замечания. 1) Для справедливости условия 1 с некоторой функ­

цией РН2(Рр2г) C^Q(R. ) достаточно, чтобы существовали такие функции 
L'o(t) и число N>0, что выполняются соотношения

0о(г±) }г± I) при I rt I >N, i^Ci, ]<^С2,

V БД(О<+°°, lim Uij(t)=O.
N t-^ + x

2) Для справедливости условия 2 при некотором е^(0, 1) и всех ос, 
ос<о достаточно, чтобы для функции 0Zz при каком-либо 2V>0 имела мес­
то оценка

РГ2(Р,?2г) Хе \Pz‘2r | Г'1 при [Р/2^ >N,

где: а) 0<у<2, е<0, если о=(х, И); б) 7=2, 8е<—1, если о=х и 
в) v=2, 8о<- 9, если о=х и C’i~C2. В случае а) е любое, ее (0,1); в слу­
чаях б) ив) соответственно ее(0,—1 — 8е)П(0, 1), к—(О,—9—8е)П(0, 1).

3) Для справедливости условия 3 достаточно, чтобы условие 2 было 
выполнено для всех ос, ос<о. В частности, при о=х и Ci~C2 условие 3 бу­
дет выполнено, если условие 2 справедливо для ос=хс+, хс_. При о = х и 
С,^С2 группа G/2 тривиальна, ^><Ic=2?2 (7?CZ2) и условие 3 отпадает.

9. Теорема 2. Пусть для данного о выполняется У2(о)=0 и сущест­
вуют разбиение Z2=(Ci, С2)еУ2(с) и числа 1ц, 7„>0, 7V>0 такие, что функ­
ции Вц удовлетворяют неравенствам

0/J(Г1) I r± I при |r±| >N, i^c„ j^C2,
а числа

7= min 7Ч, \ l,i
i&Chjf=C2

удовлетворяют условиям а) — в) замечания 2.
Тогда оператор 11а имеет бесконечный дискретный спектр.
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10. Замечания. 1) Теоремы, аналогичные теоремам 1. 2. м:;кно до­
казать и для оператора

1
9 03)

который является гамильтонианом системы С, находящейся во внешнем 
поле.

2) Для получения условий бесконечности дискретного спектра опера­
торов (1), (3) без учета симметрии, достаточно положить о=х и считать 
все частицы различными.
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