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1. Для уравнений Навье — Стокса при больших значениях числа Рей­
нольдса рассматривается плоская нелинейная задача о волновом движе­
нии вязкой несжимаемой жидкости бесконечной глубины со свободной 
границей под действием приложенных начальных возмущений

— + (v, V)v=-Vp+e2Av+g, divv=0, (1)
dt

у=а(ж), 2=0; v=Vv=0, y=-°°;
p-2e2 [ {n^-ny2')~+nxnv ~ j | =p., y=Z (*, t);

-Mixny~ + {nx2-n/) + \ =T, y=^(x,t),
ox \ dy oxi

dF dF dF
-x— + vx—— + vy—— = Q, F(x,y,t)=O. 
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Все величины, входящие в (1), безразмерны и связаны с размерными 
(последние отмечены штрихом) формулами

=Z (г, 1/ЛЛ.), = —(v,a),
7

(/, р.', Т') =Р<А“2 (Р, Р', 1") > е2= — =1/Re;
уу

здесь v' — вектор скорости, х', у' — прямоугольные декартовы координаты, 
р' — гидродинамическое давление, t,' (ж, 2) — возвышение свободной поверх­
ности Г, в момент времени 2. F(x, у, 2) =0 — уравнение Г( в неявной фор­
ме, п=(щ, Пу) — единичный вектор нормали к Г(, g — ускорение силы тя­
жести, р0 — плотность жидкости, I и 7 соответственно единицы длины и 
времени, у — кинематический коэффициент вязкости, Re — число Рейнольд­
са. Касательное напряжение Т (х, 2) на свободной границе Г( предполага­
ется величиной порядка О(е2). Жидкость приводится в движение началь­
ным возвышением свободной границы £,(.?), начальным полем скоростей 
а(х) и внешним поверхностным напряжением р„=(р«, Г).

Задача (1) в линеаризованной постановке исследовалась в работах (*“5). 
В настоящей заметке построена асимптотика решения задачи (1) при е2= 
=l/Re->0. Применяется метод работы (е).

2. Асимптотические разложения решения задачи (1) строятся в виде

Я
2) + У, еЧц ( , ср, 2^ ,

й=0
(2)
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P~ 0 + ^2 , S~ (<p, i).

k=0 fe=0 k=0

Функции Vo, Po, So находятся из решения задачи о волнах на поверхно­
сти идеальной несжимаемой жидкости бесконечной глубины

<5v0
— + (Vo, V)v0=-Vp0+g, divvo=O, at

(3’i
v0=a(z), So=S*(^), Z=0, v0=Vvo=O, z/=-°°,

<?So
Р°=Рч -^T+v^ — =vvfl, x,y,t<=TtQ : y=t0(x,t).

at ax

Функции vft, pk определяются в результате первого итерационного процес­
са (7) и удовлетворяют линейным системам

~ + Ц V)vj=-V^+Av*-2,
г‘+;=’г

div Vb=0,

(4)
vJi=o=O, vA=Vvft=0, y=-°°, V-.^O, 7c=l,2,.. . ,N.

Погранслойные функции qh, K=(/ipft, /гф.:) сосредоточены в окрестности 
свободной границы Г, и компенсируют невязки при выполнении динами­
ческого условия для касательного напряжения. Заметим, что свободная 
граница Г(° идеальной жидкости при t>0 состоит из жидких частиц, ко­
торые находились на ней при £=0. Для определения hk, qh вводим подвиж­
ные локальные координаты (р, ф) (6), где р — внутренняя нормаль, а х= 
=X(t, ф), y=F(f, ф) — параметрическое уравнение контура Г(°, дефор­
мирующегося со временем.

Теперь определим уравнения, которым удовлетворяют погранслойные 
функции h;„ qh. Пусть /грй, h^, v;ih. и*._ — соответственно проекции векторов 
К, vs на нормаль и касательную к Гг°. Подставляем (2) в (1) и получен­
ные уравнения записываем в координатах (р, ф). Разлагаем известные 
коэффициенты в ряды Тейлора по степеням р, учитываем справедливое 
при р=0 соотношение dp/dt+v0- Vp=O и полагаем p=es. Приравнивая 
нулю последовательно коэффициенты при е°, е1,..., ew, для h0 получаем 
нелинейное однородное уравнение из которого аналогично (6) следует, что 
ho=O.

Для hA, qk, /cSH, получаются системы линейных уравнений вида

dh^ , .дКк . .. dhvk+ sa(t,q)—— + b(t,q>) —------ с
at as Оф

dhQk d
—7.---------- X—-(s/ips-J+g-

ds ds
dqk Г dvQQ 1

-7---=- 6 ' —---- +2x^0
ds L б>ф Jp=0

К|,=о=К|8=00=щ|5=со=0, к=1, 2,..., N-,

<9ф
(53

здесь Fk, Dk известны и выражаются через v0,..., vft, h0,..., hs. В частно­
сти, /го=£)1=0. Коэффициенты a(t, ф), Ъ(1, ф), х(£, ф), б равны
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г_(дХ\2 (dY\2
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здесь z — кривизна контура ГД
Далее найдем уравнение, которому удовлетворяют функции <р). 

Пусть
N

р=Ч(£, ср, е) ~ ср)
k=0

уравнение Г.-, причем £=0, так как р=0 есть уравнение ГД Положим в (1) 
F=—р+£ и, используя те же рассуждения, что и при выводе (5), находим

— + b(t, ср)—----- a(t, cp)^1=[7ipft+i;p,Jp==l)+7l/,l-1,
c)t dtp

(6) 
^=0, *=0, M0=^=O, *=1, 2,..., N.

Применяя первый и второй итерационные процессы одновременн, 
к динамическим условиям (1) на Г(, для систем (4) и (5) получаем крае­
вые условия при 5=0

здесь /с = 1, 2,...,. i; A_i=0, известны. В данном слу­
чае Так же как ив (6), решение уравнений (5), (7) при к=1
получается в виде

и
hyi=f(t, ср)л“'/2 J Р(а:, ц) (и—х)~ ехр

s2L2 (В ср)
4(и- х)

dx,[ ]

где р(н, !]) есть значение функции tp)/_1(f, ср) [d^o/dp+dyp(!/dtp]p=0
в результате применения замены переменных T)=T](i, ср), u=a(t, ср) (du= 
=Lz(t, cp)cZtp), a L(t, ср), ц (i, ср), /(f, ср) находятся из решения задач Коши 
вида

dL 8L
—— + b(t. ср)—— +а (t. ср)£==О, L'\ ;=,о=1.г): ,7 0

Заметим, что при к=Л из (5) следует &p(=go=?i=O.
3. Метод асимптотических разложений, изложенный в п. 2, переносит­

ся па случай, когда жидкость заполняет ограниченную область, граница 
которой является свободной поверхностью.

П р и м о р. Пусть в начальный момент времени жидкость с полем ско­
ростей щ=хТ'2/2, и,,=—у^2/2 заключена внутри круга х2+г/2:С1; граница 
круга — свободная поверхность. Соответствующее течение идеальной жид­
кости при отсутствии силы тяжести было получено Л. В. Овсяннико­
вым (8). С ростом t круг Do деформируется в эллипс с полуосями т(£), 

граница эллипса остается свободной и решение уравнении Эйлера 
имеет вид (8)

Що=— тх'у. Ро=—0,5тт(абт_2+г/2т2— 1),

}.t= J У1+р4 р- dx(t)
dp. const, i=-------

at



Учет вязкости приводит к разложениям (2), в которых v0, р0, нахо­
дятся из (3). Главные члены асимптотики пограничного слоя определяют­
ся из уравнений (5), (6), (7) при к=1, в которых

X(t, <р) =т cos ф, У(t, ф) =т“1 sin ф, др!дх=—т^б"1 cos ф, 
др/ду=—тб'1 sin ф, б2=т2 sin2 ф+т~2 cos2 ф, 

a (t, ф) =тт_1б~‘ (т~2 cos2 ф—т2 sin2 ф), Ъ (t, ф) =0.

Отсюда находим

Г Г S262 "1ЛФ1=2тб"1 sin2m | т(и)т_1(и) [n(f—и) ]_'"-ехр| — —----- — I du,
J L 4(i-n) J

ta.«.»,+«- f (i+iril,A
a—i •> 'x‘sin2 ф+cos-ф)2

г (z-1)*"1 (Н1)а-(*-1)\ , 2V(1 7
afe= 1 :------- ------ г-;:—;---- —-(1+^ ) ш г ах.J (z+l)'i+1 (х+1) +(£—1)
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