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ОБ ОДНОМ УРАВНЕНИИ ГРАВИТАЦИОННОГО ПОЛЯ
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В работах (*,2) были построены три класса решений уравнения грави­
тационного ноля

д 2w 1
dz дх 2(z+x)

предложенного Р. Мейнхардтом.
Для описания осесимметрического гравитационного поля Ф. Эрнст (3) 

получил уравнение

(1)

Uo*-1 [ д / дъ д 24agol
—’—~-i’—-(1-у )— = х~—у~ L ох дх ду ду J

-где ^о(х, у) =и(х, y)+iui(x, у) — искомый комплексный потенциал, вели­
чина ^о* комплексно сопряжена с |0, а х, у — координаты вытянутого сфе­
роида. Он же указал некоторые классы решений этого уравнения.

В настоящей заметке предлагается простой способ построения классов 
решений уравнения (1).

В обозначениях
»’(z) =и(х, y)+iui(x, у), if’(z) =и\х, у)—iut(x, у)

в результате замены независимых переменных

z=y(z2—1) (1—y2}+ixy, 

учитывая то обстоятельство, что 

д 
дх

£=У(а:2— 1) (1—у2) — ixy,

д / -i/z2-1 \ д /1/х2-1 \ д
УТ г р-гу’Ртг- 1Irv’pTF'

+---L
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d2
dz dz

dw' dw'
dz dz

уравнение (1) можно записать следующим образом:

d2w' 1 / dw' dw'\ 2w* dw' dw'_ ■ +-------- - (------ + ——)------- --- --------------- — =0- (2)
dzdz 2 (z+z) ' dz dz ’ w'w'—l dz dz

Будем искать решение w* уравнения (2) в виде
w'=(f(v), (3)

где <р — пока еще неизвестная аналитическая функция действительного пе­
ременного и.

Подставляя выражение (3) для функции w* в уравнение (2), получаем
d<f г d2v 
dv L dz dz

1 i dv t dv \ 1 
2 (z+z) \ dz dz / J

dv dv
dz ' dz

0. (4)

Из равенства (4) следует, что если функции ср (у) и v(z) являются ре­
шениями уравнений

сГср 2ф / dcp
dv2 фф—1 \ dv

и
d2v 1

dzdz 2 (z+z)
/ dv
\ dz

(6)

соответственно, то функция и?*=ф(у) будет решением уравнения (2).
Равенство (5) представляет собой систему обыкновенных дифферен­

циальных уравнений второго порядка относительно действительной и мни­
мой частей функции ф(у).

Если |ф|+1 при фиксированном значении va переменного v, то 
в окрестности va решения уравнения (5) существуют и их можно строить 
в виде степенного ряда 

где а0 и щ — произвольные комплексные числа, а при n=0,1,
п п

(п+1) (п+2) (аоао—1)йп+2=2^ <+cn_s— (п—к+1) (п—/г+2) A..a,l-h+2.
k=i

h
ск= V G+l) (/c-;+l)aJ+Iaft_3+

j=0
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Непосредственной проверкой убеждаемся в том, что функции, опреде­
ленные формулой

ф(к)=е
1+Ре1г
1-|3ет“'

где сс и у - произвольные действительные, а 0 — произвольная комплекс­
ная постоянные, являются решениями уравнения (5).

Широкий класс аналитических по |=Rez, t]=Imz решений уравне­
ния (6) дается хорошо известной формулой (*,2)

1
vll’=Re J /(т]+i£-2f^)

О

dt 

llt(l-t)

где /(т) — произвольная аналитическая функция комплексного переменно­
го т. Другой класс решений уравпения (6), аналитических по т] в полу­
плоскости g>0 с логарифмической особенностью при g=0 можно предста­
вить в виде

K<2,f=Rc n + 2i^t)log[2<gi(1-t) ]
0

dt

Vf(l-f)

R работах (*,2) выписаны решения уравнения (6), когда /(т)=т,!:

п

k = 0 Z=[(fe+l)/2]

[п/2]

У, (-1Г'
Г(/с+1/2)Г(1/2)

к\

п [П/

= log£+ У, У, (-l)fe+!
/=[(fe+l)/2]

п\ (п~к\rLx
к) \21—к/ к\

ХГ(Л+72)Г(*/2) [i|)(/с+‘/2)-2i|?(Л+1) +-ф(*/2) ] W2!.

Легко видеть, что если iv(z) —решение уравнения (1'), удовлетворяю­
щее условию иДг)+1У=0, то функция

w'
w—1
w+1 (8)

будет решением уравнения (2). Поскольку каждое решение w уравнения 

dw w+w
2(z+z) ' (9)

является решением уравнения (Г), подставляя в правую часть форму­
лы (8) вместо w решения уравнения (9), получаем отличный от (7) класс 
решений уравнения (2).

Общее решение уравнения (9) имеет вид (2)

l!>(z)=- J
о

dco(g,

О

du(t,y)
ду
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где с — произвольная действительная постоянная,

G) (g, т]) Pie J/(T]+{g—2igf) Vi(l—i)
О

а /(т)—произвольная аналитическая функция комплексного перемен­
ного т.
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