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В настоящей работе в продолжение (4, 2) рассматриваются прел:тэз- 
ляющие интерес при решении кристаллографических задач (3) преобразо­
вания симметрии многообразия трехмерных вращений.

Из всех произведений P1(L1)XP2(L2) поворотных осей РДЬ,). г = 1,2 
(Р; — порядок, Li — единичный вектор осп), описывающих преобразования 
симметрии на многообразии вращений, разбираются произведения 
P(L)XE и ЕХР(Е), где Е — единица или тривиальное вращение, и произ­
ведение Р (LJ ХР (L:) одноименных осей.

Рассмотрим левое произведение
P(L)XE, (1)

где вращенпе P(L) описывается кватернионом p=cos ‘ЛФ+L sin !/'2Ф = 
=Ро+Р11+рд+рзк с фазой 72Ф=л/Р, ОСФ^+л. В пространстве И кватер­
нионов произведению (1) отвечает преобразование

u'=pu, (2)
где и=и0+«11+гг2]+изк, u/=n0/+ij1/i+H2''j+n3/k, пли в векторно-матричной 
форме

u'=Su; (3)
матрица S описана в ((8), стр. 339).

Полная группа преобразований (1), очевидно, изоморфна группе трех­
мерных вращений; матрицы S из (3) описывают линейное представление 
(см. (4_7)) группы вращений степени 4. Характер представления z=4po = 
=4cos‘/2® равен взятому с коэффициентом 2 характеру 2 cos ‘/2Ф непри­
водимого представления степени 2 группы вращений (см. (7), стр. 39). 
Согласно общей теории представлений (см. (4); (5), стр. 331) отсюда 
вытекает, что матричное представление {5} в комплексной области рас­
падается на два неприводимых представления степени 2. Преобразование 
(3) сводится к двум независимым вращениям в ортогональных плоскостях 

и л2 с одним и тем же углом, поворота */2ф. равным половине угла 
исходного вращения P(L).

Поскольку согласно (2) при п=1 имеем u/==p=cos‘ЛФ+Ь sin+2Ф, 
а при u=L u/=pL=—sin */2Ф+Ь cos */2Ф, кватернионы 1 и L будут опре­
делять одно из упомянутых двумерных инвариантных подпространств — 
плоскость вращения лд в системе ортов 1, L вращение происходит против 
часовой стрелки. Вторая плоскость л2 вращения, будучи ортогональна 
скаляру 1, целиком располагается в «векторном» подпространстве R3 
пространства 7+ ортогонально вектору L, относительно которого вращение 
происходит также против часовой стрелки.

При проективном переходе к касательному пространству F3 (щ, к2, z?3) 
неоднородных координат Vi=ui/us>, 1=1, 2, 3, плоскость вращения ото­
бразится в проходящую через начало координат «скользящую» прямую 
направления L (рис. 1). Вторая плоскость л2 исчезает в бесконечности, 
поскольку содержит только ортогональные скаляру 1 направления. Вра­
щение в л2 действует в V3 как вращение вокруг оси L, поскольку каждая 
ортогональная L плоскость, будучи в Я4 ортогональна также 1, параллель­
на л2.
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Преобразование (2) в V3: —и,'/ и0', где и/— векторная часть кватер­
ниона u'=noz+w/l опишется дробно-линейным выражением

v cos 72Ф+Е sin 72Ф+ (LXv)sin 72Ф
cos 72Ф—щ sin 72Ф

(4)

здесь v=U;/u0, Vj = (v, L) — величина проекции радиуса-вектора v па на­
правление L. Выделяя в правой части (4) поворот вокруг оси L на угол 
7,Ф,

Vj_'=v± cos ’/2®+(LXv±)sin ’/гФ- (5)
где vx, v/ - проекции векторов v=vL+v± и v^v/Av 7 на ортогональную 
L плоскость соответственно, представим последующие действия в форме

, __vLcos 72®+Lsin 72®+vj_'
cos 72Ф—Vl sin 72Ф

Выражение (6) описывает в V’3 вызванное плоскостью л, «скольжение» 
вдоль направления L. Абсолютная величина смещения произвольной точ­
ки согласно (6)

Akl=|vl'—Vl| = (l+vL2)/(ctg ’/2Ф—Kl) (7)
постоянна для сечений nL=const, ортогональных L.

Таким образом, односторонне преобразование P(L)XE действует в У3 
как проходящая, через начало координат «винтовая ось» направления L.

Величина Агц сдвига вдоль L постоянна для нормальных сечений щ.= 
=const, угол поворота равен 72Ф. В нормальных сечениях, кроме сечения 
vs=— tg 74Ф — плоскость грани стереоэдра (см. (*)), действует растяжение 
или сжатие в 1/| cos 72Ф —Щ. sin 72Ф | раз. При nL>ctg 72Ф дополнительно 
действует центр инверсии; сечение vT=cig 72Ф переводится в бесконеч­
ность.

Правостороннее произведение EXP(L) опишется в Я4 преобразованием 
кватернионов u'=up, где р — кватернион вращения P(L), или линейным 
векторно-матричным преобразованием

uz=Tu , (8)

(см. (8), стр. 339). Соответствующее дробно-линейное преобразование 
v'=(v cos ‘/гФ-гЬ sin 72Ф—(LXv) sin 72®)/(cos 72Ф—sin 72Ф) отличает­
ся от (4) знаком минус перед векторным произведением в правой части. 
Картина действия (8) аналогична. Отличие состоит в том, что направле­
ние вращения в плоскости л2 и поворот относительно оси L в У3 меняются 
па обратные.

Рассмотрим произведение
P(L1)XP(L2) (9) 
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двух одноименных поворотных осей P(LJ и Р(Ь2) с общпм углом поворота 
Ф=2л/Р, описываемых кватернионами s=cos */2Ф+Ь1 sin ‘ЛФ и t= 
=cos 72Ф+Ь2 sin */2Ф. Соответствующее преобразование в 7?4 (см. (8))

u'=sut (Ю)
в векторно-матричной форме имеет вид

u'=Zu, ) (11)

Матрица Z=S-T=T-S, равная произведению коммутирующих матриц S 
и Т, определяемых выражениями (3) и (8) соответственно при p=s и при 
p=t, может быть представлена в форме

Z=cos2 */2Ф E+sin2 ’/2Ф Zj+cos */2Ф sin */2Ф Z2, (12)

где Е — единичная матрица,

Z2 =

.. (L1; L2)o (L1xL.,)1
(Ei X L2)i (Ln L2)i

i (Ei X L2)2 63
(Ei x L2)3 6.,

(Li x L2)2 (Li x L2)3\
63 62 \

(EpL-i), 6i
6i (L15 L2)3 /

0
(Ei E2)i

(Ei + E2)2
(Er E2)3

— (Ei — E2)i
0

(Ei — E2)3
— (Ei — E2)2

— (Ej E2)2
- (E, - E2)3

0
(Ei - E2)i

— (Ei -7 E2)3\
(Ei - E2)2 |

- (Li - L2)i

0 /

(13)

Zr

Z, и Z2 — симметричная и кососимметричная матрица соответственно. 
Здесь (Lrl-L,),,, (Lj—L2)„, (LiXLs)^ k=l, 2, 3, — элементы суммы, разности 
и векторного произведения векторов Ll=Ll1i+Ll2i+E,,k и L2=Z/21i+L22j+ 
KZ23k. Диагональные элементы матрицы Zt равны

k=3
(L,L2)r=-Jj 1̂Z2ft(-l)5('i-r), 7=0,1, 2,3,

k=l

где 6(i) = l при z=0 и 6 (г) =0 в противном случае; величины б„,,= 
=—(Л1тгЛ2,„,+£[,„,Л2„,г), где m.j_, тг, т?, равны 1, 2,3 либо перестановке этих 
чисел.

Произведение (9) можно рассматривать как элемент кропекеровского 
произведения полных групп вращений, между элементами которых уста­
новлена изоморфная зависимость, связывающая векторы Li и Ь2. Посколь­
ку кронекеровское произведение изоморфно любой из групп сомножите­
лей, представление (11) —(13) совпадает с представлением группы враще­
ний. Равный сумме следов трех матриц (12) характер представления 
Х = 4 cos21/3Ф=2+2 cos Ф=х1+/з разлагается в сумму характеров /1 = 1 
и х3=1+е’ф+е_гф неприводимых представлений группы вращений степени 
1 п 3 (см. (’), стр. 39). Отсюда вытекает, что представление (11) —(13) 
распадается в комплексной области на два неприводимых представления 
тех же степеней 1 и 3. Каждое преобразование (11) будет характеризо­
ваться наличием в 7?1 плоскости вращения с углом поворота Ф и ортого­
нальной плоскости, остающейся неподвижной.

Заметим, что приводимость представления (13) следует также из на­
личия условия коммутируемости матриц S и Т (см. [6], стр. 250).

Легко видеть, что при L,:X±-L2 кватернионы
p^Lj-L,, p2=l+(2/|L1-L,|2)L1XL2 > (14)

остаются неизмененными при действии преобразований (11) —(13), следо­
вательно, определяемое кватернионами (14) двумерное линейное подпро­
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странство инвариантно и неподвижно относительно преобразования. Да­
лее, кватернионы

qi = Li+L2, q2 = — 1 + ——у LjXLj, (15)
(Lj+L2)

ортогональные кватернионам р, и р2, согласно изложенным выше сообра­
жениям, будут определять плоскость вращения на угол Ф. В системе (15) 
вращение происходит против часовой стрелки.

Таким образом, равное произведению P(L1)XP(L2) одноименных осей 
преобразование симметрии многообразия вращений, представляет в R1 
вращение в плоскости с углом поворота равным общему углу вращений. 
Остающаяся неподвижной плоскость и плоскость вращения описываются 
кватернионами (14) и (15).

В частном случае L, =—L2=L двух взаимно обратных вращении ква­
тернионы неподвижной плоскости равны p!=2L, р2=1, ортогональная 
плоскость вращения целиком располагается в «векторном» пространстве 
R3. Таким образом, преобразование u'=sus_1 совпадает с вращением P(L) 
в R3 — известная теорема вращений Гамильтона (см. (9), стр. 268).

В другом частном случае при L!=L2=L имеем преобразование u/=sus, 
описывающее вращение в плоскости кватернионов q!=2L п д,2=—1,—орто­
гональная направлению L неподвижная плоскость целиком располагается 
в R3.

При переходе от Ri к координатному пространству Т3(щ, с2, щ) гно­
монической проекции неподвижная плоскость векторов (14) проектирует­
ся в прямую — «ось вращения» порядка Р, параллельную направлению 
L,— Ь2 и проходящую через точку Ро. описываемому в R1 кватерпиопом р2, 
а в V3 — радиус-вектором OP0=2(L,XL2)/|Li —L2|2, нормальным «оси вра­

щения». Расстояние «осп вращения» от начала координат OP0=ctg(L,L2/2). 
Плоскость векторов (15) проектируется в «скользящую прямую» ортого- 
пального направленпя L,-tL2, проходящую через точку Qo. с радиус-век­
тором OQ0=-2|L ,XL21 /1 L,+L212, расположенную на той же нормали 
L;XL, в противоположном направлении от начала координат и па обрат- 

/\
ном расстоянии 0(?o=tg(L1, L=/2) (рис. 2).

Заметим, что расположение оси вращения и линии скольжения не за­
висит от величины угла Ф поворота.

Определяемая по условию ио/=О из (11) —(13) плоскость

(L1XL2-ctg ’/гФ (Li+L2), v) = (L„ L2)-etg2 '/гФ (16)

переводится в I’3 преобразованием (10) в бесконечность. Часть простран­
ства Г3, расположенная в направлении I. Г от плоскости (16), перей­
дет в полупространство, расположенное в направлении — (L,+L2) от 
плоскоетп

(LjXLo-rctg ‘/2Ф (Li+L2) , v) = (Lt, L2) —etg2 ’/2Ф, (17)

определяемой пз обратного преобразования по условию ио'=О.
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