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СИСТЕМ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ

Пусть AR — пространство всех однозначных и аналитических в круге 
|z| </?, функций с обычной топологией, а А$ — топологическое
произведение п экземпляров пространств AR. В нашей заметке (*)  введено, 
следуя М. В. Келдышу, несколько понятий кратной полноты систем ана­
литических функций. А именно, система {д,..(с)}/ГД — А/г называлась слабо 
н-кратно' полной в AR, если существуют такие последовательности функ­
ций {ф*.  v(z)}&=o, v=l,..., п—1, что система

{фл (г), (г),..., фд.я-! (г) }Г=0
полна в АдД Если же в качестве ф(1,¥(г) можно взять функции Ск, v<pA(z), 
где Cki v, А^О; v=l,..., п—1,— некоторые постоянные, то система 
{ср;1(г)}/г=о называлась n-кратно полной в Ап. Там же показано, что если 
/(г)е4л, a {сц}а(Го —некоторая последовательность отличных от пуля 
комплексных чисел, причем ]ссА|^1 и ак->~0, то система {/(aftz)}/г“о яв­
ляется n-кратпо полной в Ая тогда и только тогда, когда тейлоровские ко­
эффициенты функции /(г) отличны от нуля. Что касается естественной 
для Ап системы {zh}k=o, то опа не и-кратно полна, по является слабо 
га-кратно полной.

В этой заметке мы хотим сделать несколько замечаний относительно 
слабой кратной полноты.

1. Как уже отмечалось в (’) (см. теорему 2), в некоторых случаях по­
нятия обычной полноты н слабой кратной полноты в ATi оказываются экви­
валентными. Нам представляется весьма правдоподобной следующая

Гипотеза. Если система {cpfe(г)}полна в Ai; в обычном понима­
нии, то она и слабо п-кратно полна в нем (при любом натуральном /г).

Приведем некоторые соображения, которые подтверждают высказан­
ную гипотезу в частных случаях. Вначале заметим (учитывая критерий 
ь. Банаха кратной полноты (Д), что если система (ф.Дг)} слабо 
л-кратно полна в А;г, то она является таковой и в каждом из пространств 
А,, с 0<r<jR. Как мы сейчас легко проверим, слабо и-кратио полной в лю­
бом Аг, 0<r<R, является также произвольная полная (в обычном пони­
мании) в Ап система {фДс)}/Хэ-

Действительно, для этого достаточно рассмотреть систему

l/(aftz), e-l/''aK'f(ahz),....e-'n~-',/'a^i(akz), ■---- 77- , ф.Дг) I
А фК Щи

где функция /(z) с отличными от пуля тейлоровскими коэффициентами 
принадлежит Ав, 0< | си | =С1, сц->-0, г<г1<К, а

со
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и повторить, например, те же рассуждения, что и при доказательстве тео­
ремы 1 из (*).

* В случае положительного (отрицательного) ответа на него высказанная ранее 
гипотеза была бы, очевидно, доказанной (опровергнутой).

В связи с этим возникает следующий вопрос *:  будет ли слабо кратно 
полной в Ап система {<ps(z)}a;=o , если она является таковой в произволь­
ном Ar, 0<r<R? Конечно, это будет так (см. критерий кратной полноты), 
если выбор функций v(z) в каждом из Аг не зависит от г. В общем же 
случае этот вопрос пока остается открытым.

Учитывая сказанное выше, мы легко убеждаемся в справедливости сле­
дующих утверждений.

Утверждение 1. Если функции <pA(z) аналитичны в круге 
| z | </?i, где Ri>R, то система {фк(z)} А слабо кратно полна в АП тогда 
и только тогда, когда она полна в нем в обычном понимании.

Очевидно, это утверждение остается в силе и в том случае, если от 
функций фл(г) требовать аналитичности лишь в круге | z | <7?, но чтобы 
каждая из них в этом же круге была ограничена.

Утверждение 2. Если функции ф(г) и /(z) аналитичны в круге 
|z| <77, 0< | аА| и cte-’-O, а последовательность {ф'А’(z)}/.“о полна в Ап, 

то система

|/(aAz), e-1/l“Kl/(aAz),..., e-(n-2)/|ct«l/(akz), —yy-yp—ф(,1)(г)

полна в A(Rn) (т. е. последовательность {ф*' 1’ (z) }/г=0 является слабо п-крат- 
но полной в AR), если только тейлоровские коэффициенты f(z) отличны от 
нуля.

Чтобы убедиться в справедливости этого утверждения, также достаточ­
но повторить те же рассуждения, что и при доказательстве теоремы 1 из 
(‘), но при этом нужно учесть следующие очевидные оцепки:

~ шах |ф(Ь,(г) 1=^—?шах |ф(г) |, к^О; 0<р<р,<7?.

Отметим еще (см. утверждение 1), что системы классических полино­
мов (Эрмита, Лагерра и т. п.) являются слабо и-кратно полными в любом 
пространстве Ая, 0<7?<°°.

Резюмируя, мы должны заключить, что интересным для пространства 
Ап является исследование систем функций именно на кратную (см. опре­
деление 2 работы (*)),  но не слабо кратную полноту.

2. Займемся теперь отысканием тех условий, при выполпепии которых 
линейный непрерывный в Ая оператор Т переводит кратно полную в Ая 
систему {фл(г)}й“о также в кратно полную.

Отметим вначале, что если {фА(г)} —произвольная последовательность 
функций из Ап, a {7\p;i(z)} га-кратно полна в ней, то 5?т=Лл, так как 
{Т’фл(г)} полна в Ап в обычном смысле (здесь 5?7- — область значений опе­
ратора Т). Предполагая, наоборот, условие выполненным, рассмот­
рим некоторую гс-кратную полную в Ап систему {^(z)}. Следовательно, 
мы предполагаем также существование таких последовательностей {Ск 
v=l,..., п—1, комплексных чисел, что система

{i|.y(z), Cft|1ipft(z),...,Q„_1i|y(z)} (*)

полна в (см. (*)).
Покажем сейчас, что полной в А является также система

№(Z), G, .^.(z), . . . ,Ch, n-iTtyk(z)}.
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Действительно, если линейные непрерывные в AR функционалы Lt,..., Ln 
удовлетворяют при всех к^О соотношениям

Li (7\|д(г)) +СД 1Л2(7,'ф.Дг)) + ... +Ch: n_iLn(74|)ft(z)) =0,

то из полноты в Лн*  системы (*)  следует, что

Т’А1=... =T,Ln=9,

где Т*  — сопряженный оператор к Т, а 0 — функциопал аннулирования. 
Поскольку же, 5?г=Лл, то, очевидно, оператор Т*  нетривиальных нулей не 
имеет и поэтому Ll=...~Ln—Q. Следовательпо, система {7\p>t(z)} также 
является п-кратно полной в .4Л.

Таким образом, справедливо
Утверждение 3. Если линейный непрерывный в Ля оператор Т 

переводит некоторую систему (не обязательно кратно полную'.) в п-кратно 
полную, то ЯТ=АК. И наоборот, если только i%T==AR, то оператор Т пере­
водит любую п-кратно полную систему в AR также в п-кратно полную.

Следствие 1. Для того чтобы линейный непрерывный в Лп опера­
тор Т переводил каждую п-кратно полную систему в п-кратно полную, не­
обходимо и достаточно, чтобы он переводил хотя бы одну систему в пол­
ную в обычном смысле.

Следствие 2. Если Т — линейный непрерывный в AR оператор, 
а (срДг)} и {1рь(г)} п-кратно полны, то системы {7\pft(z)} и {7\|д(г)} мо­
гут быть п-кратно полными в Ап лишь одновременно.

3. В связи с изложенным выше любопытным представляется вопрос 
о существовании линейных непрерывных в Лл операторов Т, переводящих 
в п-кратно полные те системы, которые сами таковыми не являются.

Пусть, как и раньше, /(z) — аналитическая в круге | z | <7? функция 
с отличными от нуля тейлоровскими коэффициентами, а {аД — некоторая 
последовательность комплексных чисел, причем 0< | | =С1 и аь->0. Опре­
делив на элементах базиса {zk} пространства AR оператор Т соотноше­
ниями

Tz':=/(a,;z), Л:=0, 1,...,

можно легко проверить, что он линейно и непрерывно расширяется па все 
Лп, если только 7?>1. Следовательно, так построенный оператор Т может 
служить примером линейного непрерывного отображения пространства А„, 
7?>1, в себя, переводящего не являющуюся п-кратно полной систему {гД 
в п-кратно полную {/(af,z)}.

Если, кроме того, положить, например, alt=a\ |и|<1, то соответствую­
щий оператор Т, как легко проверить, не имеет в AR нетривиальных пулей. 
Таким образом, этот оператор Т является линейным непрерывным отобра­
жением пространства AR, В>1, в себя без нетривиальных нулей, для кото­
рого fflr=AR, но Ят^Ап, ибо в противном случае (на основании теоремы 
Банаха об обратном операторе) он был бы изоморфизмом Ап на себя, что, 
очевидно, невозможно.

Замечание. Из определения кратной полноты или еще проще, из 
критерия Банаха следует, что если {A(z)} m-кратно (тп$?2 целое) полна 
в Ап, то опа и (т—1)-кратно полна. Иначе говоря, если система не 
иг-кратно полна, то она не может быть и (иг+1) -кратно полной.
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