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СБ ОДНОЙ БАЗИСНОЙ СИСТЕМЕ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
И ЕЕ ПРИМЕНЕНИИ К ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЙ ЗАДАЧЕ 

АБЕЛЯ - ГОНЧАРОВА

Пусть система аналитических функций {<p„(z)}Xo , к =
=0,1,..., образует базис * в пространстве Ав. Возьмем р, р>2, функций 
{■фД2)} ?=о из Ап и составим новую систему:

* Мы придерживаемся обозначений и определений из монографии (•).

cpo(z)^o(z), <p1(z)^1(z),...,(pJ3_i(z)App_1(z), (Pj,(z)^o(z), . . . (1)

Относительно базисности системы (1) в пространстве Ав в случае Д-2 
справедлива

Теорема 1. Пусть система функций {фь (z)} JLo , (p(1eAR, А=0, 1, ..., 
является базисом в пространстве AR и функции этой системы удовлетво­
ряют условиям

lim |<p„(z) |1/n=|z|, (p2n(-z)=cp2n(z), cp2n+i(-z) =-cp2n+1 (z),

n=0, 1,...
Если функции xj'o(z) и if, (z) принадлежат пространству Ав, то система

<p0(z)if„(z), <р1(г)ф1(г),... ,ф2„(г)ф0(г), cp2n+i(z)i|y(z),..., (3) 

образует базис в пространстве А (| z | <«), где а есть модуль ближайшего 
к началу нуля функции

Проведенное утверждение было сформулировано в статье Э. II. Каси­
мова (2) без двух последних условий, фигурирующих в (2). Это было об­
наружено И. И. Ибрагимовым, который и исправил доказательство.

Заметим, что для любой функции
00

из Ar имеет место представление

Из единственности этого представления следует, что система
1, (1+z), z2, z2(l+z),... ,z2n, z2n(l+z),...

является базисом в АГ, при любом R.
Очевидно, в случае if>0(z)=l—z2 и ifi(z)=l—z система, соответствую­

щая системе (3), имеет вид

1-z2, 1-z2, z2(l-z2),...,z2"(l-z2),...
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Эта система содержит лишь четные степени z и потому не может быть ба­
зисом в Ап ни при каком R. Однако в этом случае A(z)=2(l—z2) и бли­
жайшими к началу нулями являются точки —1 и +1, т. е. а=1. Следова­
тельно, теорема 1 не может быть справедливой без условий (2).

Отметим, что теорему 1 * статьи (2) при любом конечном р^2 вряд ли 
можно доказать указанным там рассуждением. Но подобное утверждение 
другим методом доказано в статье (3). Между тем метод доказательства, 
предложенный в статье (2), можно использовать при доказательстве сле­
дующего утверждения.

Теорема 2. Если функции фо(г), ф1(г),..., фр-Дг) принадлежат 
пространству Ав, то система

фо (z), гф, (z),..., г’-’фр-, (z), г’фо (z),... (4)

образует базис в пространстве А (|z| <б), где б есть модуль ближайшего 
к началу нуля функции

1И (Фо, Ф1,

Фо(г), Ф1(г),
ф0 (иг), иф1(иг),

• • ФР-1(г)
. . иг’_1ф7,_1 (г)

ф0(й)р-гг), ир'1ф1(ип'!з), . ,. . нй’-Угфр_1(ир-1г)
где и=ехр (2ш/р).

Следствие. Пусть последовательность чисел {%„}п=о^ периодическая 
по номеру с периодом р^2, т. е. такая, что Х„+?=%„, n=0,1,...

Тогда система {zne’'nZ} образует базис в пространстве Л6о, где б0 — мо­
дуль ближайшего началу нуля функции

W(z) =

eX1Z, ... е'р~'-г
coeXi“z, . . .

®=e2ni/p.

В самом деле, систему {z”e’’,,z} можно получить из (4), полагая, что 
фо (z) —ehz, ф! (z) =еЧг,..., фр_! (z) =е^-,г и в этом случае

Аи (фо, ф±, • • •, 'Фч-1) = Аш (е’Л е>'1\ • • •, =w (z) ■

В силу следствия, функция etz представляется единственным образом 
в впде ряда

прп условии, что

Нз (5) находим

е'г=^ Рп (zjtTe^1

п = о

lim |P„(z) |1/ns£ —.
П-> со Оо

(5)

е'-£с.Ы<"(£

71=0 fe=0

(n—k)! 1
Сравнивая это с разложением
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получим
n

ь=о

n-k 
Ал

(n—k)!
zn 
n! ’ n=0,1,...

'ft?

Известно (см. (*),  стр. 313), что последним соотношениям удовлетво­
ряют многочлены Гончарова, т. е. многочлены

z /1 U—1
Pk{z)=^h{z) = j dti j dt2... J dtk, k=l,2,...

K-
Таким образом, мы показали, что для функции ег‘ при и

| z | <R (R — произвольное постоянное число) имеет место представление 

ег'=^ ул (z)
k=0

(6)

причем

lim lyn(z) l1/n= у- •
n->00 Oo

Равенство (6) было получено другим методом В. Л. Гончаровым (4) (см. 
также (6)).

Благодаря разложению (6) описывается класс сходимости интерполя­
ционного ряда Абеля — Гончарова с периодической последовательностью 
узлов.

Теорема 3. Пусть F(z) есть целая функция первого порядка конеч­
ного типа о и заданы числа Л„=Г<п) (Х„), n=0, 1,..., где числа 7.,, удов­
летворяют условию периодичности, т. е. X„+p=Z„, ге=0, 1,2,...

Если тип о функции F(z) удовлетворяет условию о<о0^б0, где 60— 
модель ближайшего к началу нуля функции W(z),to F(z) представляется 
интерполяционным рядом Абеля — Гончарова

71 = 0

равномерно сходящимся в любом конечном круге | z | <7?, т. е. класс [1, 60) 
целых функций является классом сходимости интерполяционного про­
цесса Абеля — Гончарова с узлами {?.„} при условии, что Хп+р=Х„, 
и=0, 1,...

Следствие 1. Если {Х„} — периодическая по номеру последователь­
ность чисел с периодом р^2 и целая функция F(z) из класса [1, б0) 
удовлетворяет условиям F(n'1 (Х„) =0, n=0, i,... ,то F(z) =0.

Следствие 2. Если Х„=(—1)”, га=0, 1,..., то целая функция F(z) 
из класса [1, л/4) представляется рядом Абеля — Гончарова, равномерно 
сходящимся в любом конечном круге [ z | <7?.

Последнее утверждение методами теории интерполяции доказано 
И. И. Ибрагимовым в работе (6) (см. также (‘), стр. 440).
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