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ОБ ОЦЕНКАХ МОНОМОВ ЧЕРЕЗ ДАННЫЙ МНОГОЧЛЕН 
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(Представлено академиком С. М. Никольским 10 XII1974)

Через Rn обозначим «-мерное эвклидово пространство действительных 
4*

векторов (точек) £= (|i, ...,£„), Z" — «-мерное пространство мультиин­
дексов, т. е. векторов а= («1,..., а„) с целыми неотрицательными коорди­
натами. Если a.eZ5, то положим Da=Dlai... Dnan,
где

п

Dk=d/d%k, к=1,...,п, I а | = , с^.

*—1

Положим также
71

k=i

Пусть Р(£) =2'1 сЛ“ — данный многочлен с конечным числом отличных
а

от нуля коэффициентов уа. Положим (Р)={а; g=Zn, 7te=^0}. 
Определение 1 (см. (*))• Многочлен Р(|) называется гипоэл-

л и и т и ч е с к и м, если для всех veZ", | v | =40

|7УР(ё) |/|P(s) |->0 при £->оо.

В настоящей заметке для данного многочлена Р(|) мы:
(I) выделяем тот набор мультииндексов {v}, для которых имеет место 

неравенство
|^|<C(l,+ |P(g)|) v^Kn (1)

с некоторой константой С>0,
(II) получаем характеризации гипоэллиптичности, в том числе харак­

теризацию при помощи оценок типа (1).
Отметим в связи с этим, что известно определение эллиптичности мно- 

гочлепа при помощи таких оценок.
Для точной формулировки задач и результатов дадим некоторые опре­

деления и обозначения.
Определение 2. Характеристическим многогранником (х.м.) для 

данпого многочлена

а
4-

называется наименьший выпуклый многогранник (в Z"), содержащий все 
точки с/.е(Р).

Определение 3. Обозначим через 91Д i=l,..., Мк, к=0, 1, ...
....«—1, Л’-мерные грани многогранника 51. P-мерную грань Э1Д
0^А:«£«—1, многогранника 51 назовем вполне правильной (в.п.),
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если среди внешних (относительно Э1) нормалей этой грани имеется хотя 
бы одна, все координаты которой положительны.

U п р е д е л е п и е 4. Выпуклый многогранник St ib Z') назовем пол­
ным. если К имеет вершины в начале координат и на каждой оси коорди­
нат Z'. Полный многогранник St назовем вполне правильным (в.п.), 
если все покоординатные (к—1)-мерные грани этого многогранника впол­
не правильны.

Обозначим через St?, 1=1,..., Mk, к=0,..., п—1, все в.п. грани х.м. St 
многочлена Р(§) и положим

гх
pi,k^= У, ^а-

Определение 5. Грань St?, 1, х.м. St многочлена
P(g) назовем Р - р е г у л я р н о й, если Pi'A(^)#:0 Hefl?1. Грани, не яв­
ляющиеся P-регулярными, будем называть Р-н ер е г у л я рными.

Мы будем рассматривать только многочлены Р(^) с вещественными 
коэффициентами и вполне правильными х.м. Si. Легко видеть, что требо­
вание вполне правильности х.м. St необходимо для гипоэллиптичности 
многочлена Р(е).

С. М. Никольским (2) показано, что если для некоторой константы 
С>0 имеет место оценка

1+1Р(Ю |>С У, 1Г1 (2)
’•'^Ж

где St — в.п. х.м. многочлена Р(ё), то многочлен P(g) является гипоэллии- 
тическим. Отметим, что в этой оценке справа присутствуют все мульти­
индексы veSt.

В случае, когда все в.п. грани в.п. х.м. Si многочлена Р(^) Р-регуляр- 
ны, В. П. Михайловым (3) доказана справедливость оценки (2). Отсюда 
и из результатов (2) следует, что такой многочлен является гипоэллипти- 
ческим. Этот же результат в других терминах получен Л. Г. Волевичем 
и С. Г. Гиндикипым (4).

В случае наличия Р-перегулярпой грани достаточные условия для 
оценок типа (1) и достаточные условия гипоэ.тлпптичпостп получены 
в (5,6) (там же см. и литературу).

Здесь также мы рассматриваем тот случай, когда в.п. х.м. St многочле­
на Р(£) имеет в.п. Р-перегулярные грани. При этом для простоты рассуж­
дений и записи ограничимся случаем, когда х.м. St имеет только (п—1)- 
мерпые Р-перегулярпые грани.

Итак, пусть P(t)=STaB“ (уи — действительные числа) — данный мио- 

гочлен с в.п. х.м. St и Si'?1 —единственная в.п. P-нерегулярная грань х.м. 
St. Пусть А= (А1; ..., А„) — внешняя нормаль этой грани (тогда А,->0, 
i=l,..., re и (А, а) =с? — уравнение (п—1) -мерной гиперплоскости, прохо­
дящей через грань Si? 1 (здесь а — текущая точка, de>0 — число, пе за­
висящее от ос). Положим

Ej10" *={л; лей"0>’
dt= max (X, а), РД£) = V

(1,а) = Ч
ае(Р)

^(С‘)’={а; cceSt, (A,a)^dJ.
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Для точек положим также

21(п)={н; ОТ;«-п-1(т1)¥=0},
я= иад.

t]Gl

На исследуемый многочлен наложим хотя бы одно из следующих двух 
ограничений:

а) Рг. (ц) ¥=0 для всех точек
б) пусть, например, М= min тогда для каждой точки tjeS суще- 

ствуют окрестность О(т|), достаточно гладкие функции g(g), г(£) и нату­
ральное число т=т(-ц) такие, что в О(ц) имеет место представление

= (3)
при этом q(x\) =0, dqfj])/д^ё^О, г(ц) #=0.

Замечание 1. В случае п=2 любой Л-однороднып многочлен
<2(Ю = У, <?«Г

(Xja)=d0

представляется в виде (3) (см., например, (7)), т. е. при п=2 условие б) 
всегда выполняется.

Следующие предложения дают ответы па поставленные задачи при 
приведенных выше ограничениях а) или б) на исследуемый многочлен. 
При этом во всех предложениях предполагается, что х.м. данного много­
члена имеет единственную P-нерегулярную грань 91ц \ 91 —в.п.

Теорема 1. Пусть многочлен Р(£) удовлетворяет условию а). Для 
того чтобы для всех точек уе91* выполнялось неравенство (1), необходимо 
и достаточно, чтобы в некоторой окрестности каждой точки цеЕ выполня­
лось соотношение

р. -1(g) .px(g)>0.

Для точек vs£9l* неравенство (1) не может иметь места.
Теорема 2. Пусть многочлен Р(|) удовлетворяет условиям а) и б). 

Тогда для того, чтобы многочлен Р(|) был гипоэллиптическим, необхо­
димо и достаточно одновременное выполнение следующих условий-.

(I) 91* — полный многогранник-,
(II) do—di<min (X, pi);
(III) для каждой точки r|eS существует окрестность О(г|) такая, чтс 

в этой окрестности
р. "-‘(g).px(g)^O.

Теорема 3. Пусть многочлен Р(|) удовлетворяет условиям а), б) 
Для того чтобы многочлен Р(£) был гипоэллиптическим, необходимо i 
достаточно одновременное выполнение условий (I) и (II) теоремы 2 i 
следующего условия:

(III') для некоторой константы С>0
l + l/’U)!^^ 1^1 Vge/?n.

цеЖ*

Очевидно, теорема 3 является следствием теорем 1 и 2.
Замечание 2. В теоремах 1—3 предполагалось, что х.м. данной 

многочлена имеет только одну (га—1)-мерную P-нерегулярную грань 
■Случай наличия многих (п—1) -мерных P-нерегулярных граней рассмат 
ривается аналогично, если поставить соответствующие условия на каж 
.дую такую грань. При этом множество 9Г определяется как пересечение 
множеств (91 Г-1 )*, где {91Г~;} — все P-нерегулярные грани.
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Замечание 3. В случае, когда исследуемый многочлен Р(£) не 
удовлетворяет условию а), т. е. для некоторой точки pev также У’Л.(т]) =0, 
в (:) получены достаточные условия, при которых неравенство (1) имеет 
место для максимально возможного набора мультпиндексов. В отмеченном 
случае в (6) получены достаточные условия гипоэллпптичности. Несмот­
ря на то, что существуют примеры, показывающие, что многочлен Р(^), 
не удовлетворяющий условию в) теоремы 3 (см. (6)), не является гипо- 
эллиптическим, нам не удалось установить необходимость этого условия 
для гипоэллиптичности.

Нам неизвестно также, насколько существенно условие б) для гипо­
эллиптичности в случае п>2.
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