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ОБ ОДНОЙ ТЕОРЕМЕ ТЕОРИИ ВОЗМУЩЕНИЙ ЛИНЕЙНЫХ 
ОПЕРАТОРОВ И ЕЕ ПРИЛОЖЕНИЯХ В ТЕОРИИ ЛИНЕЙНЫХ 

ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ

(Представлено академиком Б. И. Петровым 24 VI 1974)

Теории возмущений линейных операторов (л.о.), используемой в раз­
личных разделах математической физики, посвящены монографии (*, 2) 
и многочисленные статьи (неполный перечень журнальных статей о раз­
личных аспектах математической теории возмущений л.о. или о ее прило­
жениях см., например, в (2)). В настоящей заметке мы формулируем 
одну общую алгебраическую теорему теории возмущений л.о. и рассматри­
ваем некоторые ее приложения в теории линейных динамических систем 
(л.д.с.).

* Здесь и ниже D(C), R(C) обозначены соответственно область определения и 
область значений л.о. С.

** Ниже символом С=С'[Н] обозначено сужение л.о. С на л.м. НzD(С'). ,
*** {у: Л} — краткое обозначение множества элементов у, обладающих свой­

ством М.

1. Пусть Ht', Н2 — произвольные заданные линейные пространства, 
(л.п.) элементов у, f соответственно, А' — невозмущенный л.о., осущест­
вляющий изоморфное отображение некоторого (вообще говоря, не задан­
ного) линейного многообразия (л.м.) Н^Нф на Н2; Д'=-ф/<р/ (В(ср') =Hi, 
■^(ф7) 7?(i|/) =7?(Д')) * —произвольная факторизация л.о.
возмущения Д', удовлетворяющего условию

Н(Д')еН2. (1)
Пусть также В'=А'+и х'=/-гфА-1ф' — соответственно возмущенный 

л.о. и л.о., называемый ниже характеристическим (х.л.о.), определенные 
на л.п. Н/, Н-' (здесь и ниже символы ф=ф'[Н1], A=A'[Ht] обозначают 
сужение соответствующих л.о. на л.м. Hi**,  I—единичный л.о. с 
D(I)—R(I)=H3' и — обратный к А (невозмущенный гринов­
ский) л.о., определенный на Н2). Обозначим также Hf, Hh (JP^H,-, 
Hh^H3') л.м. элементов /, h, для которых в л.п. Н/, IE' соответственно раз­
решимы возмущенное и характеристическое уравнение

B'y'=f; (2)
//z =h. (3)

Справедлива следующая теорема, устанавливающая эквивалентность 
задачи (2) и характеристической задачи (3).

Теорема 1 (о факторизованном возмущении л.о.). 1) Н}=Н2 в том- 
и только в том случае, когда IIt,=HE,

2) независимо от соотношения между л.м. Hf и л.п. Н2 всегда справед­
ливо равенство

{у': В’у'^Н1} = {у. А'у^Н2} ***■

3) при любом фиксированном i^H2 решение у'^Н,' уравнения (2):
а) существует тогда и только тогда, когда при к=щА~1] существует

решение z^H' уравнения (3),
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б) если оно существует, то единственно тогда и только тогда, когда при
h=<pA~lj единственно решение уравнения (3),

в) если оно существует и единственно, то представимо в виде

y,=y—A~i^'z=y—A-i^'(x'') ~lh= [Z-Л-V (%') "‘ср] у=
=A~if—A~ltf (Z+cpA-1^')-1^-1/, (4)

где у — решение невозмущенного уравнения A'y=f, z — решение уравне­
ния (3) при h=<py, (хЭ-1 — обратный к л.о. (операторы у' и %=%'[/? (<р) ] 
обратимы строго совместно),

г) если оно существует, но не единственно, т. е. множество 
{y/J^ker В'= {уo': В'у О'=В2, yo'^Qi} непусто, то все элементы этого мно­
жества (и, следовательно, его линейно-независимые элементы) могут быть 
найдены из соотношения

y0'=—A-^'ha, (5)

где ha — элементы (также непустого в этом случае) множества
{/г0}^кег(/+фЛ_,1|-/) ^кег {h0: %%=03; йо^бз}, 

связанные, в свою очередь, с элементами у0' соотношением

И0=фу0' # (6)

(здесь 01, 02, 0з — нулевые элементы л.п. Н/, Н2, Н3' соответственно).
2. Рассмотрим теперь приложение сформулированной теоремы к ана­

лизу определенного ниже класса л.д.с. Пусть — л.д.с., принятая за не­
возмущенную и заданная л.п. H2(FA) возможных (в рамках принятого ма­
тематического описания л.д.с.) входных функций (входов) f(x), л.п. 
Hi'(SA) допустимых откликов (выходных функций) у(х') пописывающим 
л.о. А', удовлетворяющим всем указанным в начале п. 1 условиям. Носи­
тели SA^R', FА—В л.п. откликов и входов л.д.с. st- определены соответст­
венно равенствами 5A=U supp у(х'), y(x')^Hi , Z^A=U supp f(x), f(x)^H2, 
где В', В — подходящие (быть может, совпадающие) пространства отне­
сения (например, четырехмерное эвклидово пространство — время, фазовое 
пространство и т. д.), оснащенные соответствующими метриками (или 
снабженные некоторыми топологиями)} чертой сверху в равенствах, опре­
деляющих SA, Fa, обозначены замыкания (например, по введенным в В', 
R метрикам).

Для различных конкретных л.д.с. входные (внешние) воздействия f(x) 
и отклики у (х') могут иметь различную математическую природу: так, 
например, для систем с распределенным носителем (в этом случае SA — 
множество точек В' мощности континуума) f(x), у(х') — например, тен­
зорные (в частном случае скалярные) поля (или плотности полей) над 
Fa, Sa соответственно (при этом у(х') удовлетворяет обычно некоторым 
дополнительным, например, краевым, начальным, моментным, гладкост- 
ным и прочим условиям, выделяющим л.п. Н/(SA))’, для л.д.с. с дискрет­
ным носителем (SA — фиксированное конечное или счетное множество то­
чек R') f(x), у (х') — например, скалярные или векторные функции 
(конечной или бесконечной векторной размерности) одной (например, 
временной) или нескольких локальных, введенных для каждой точки носи­
теля SA переменных. Пусть также Az — л.о. удовлетворяющий условию (1) 
и описывающий возмущение л.д.с. какой-либо другой системой, взаимо­
действия подсистем si- между собой или, наконец, самодействие в фикси­
рованных подсистемах si. Структура л.д.с. si, т. е. совокупность состав­
ляющих si подсистем и каналов их взаимодействия, в ряде случаев есте­
ственно вводится, например, указанием некоторого разбиения носителей 
SA, Fa на непересекающиеся подмножества, образованием декартова про­
изведения этих подмножеств и указанием соответствующих представлений 
л.о. А', А'. В других случаях структуру л.д.с. удобно вводить иными спо­
собами.
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Отметим специально, что условие (1), выделяющее рассматриваемый 
класс л.д.с., с физической точки зрения означает, что возмущение А' явля­
ется «-пепринуждающим», т. е. «включение» возмущения (другими слова­
ми, переход от рассмотрения иевозмущениоп л.д.с. к анализу ее возму­
щенного аналога 5f) не меняет системы дополнительных условий, выде­
ляющих Л.П. Я/(5а) (^D(.47) =D(B')).

Пусть, наконец, (ф7, ф7) — произвольно фиксированная факторизую­
щая А7 пара л.о. ф7, ф7 (А7=ф7ф7; О(ф7) =ffi'(SA), 7? (гр7) =0 (ф7) (S',.),
/?(ф7) =Я(А7) жЯ;(Гл)) и 7И(ф7, ф7; {J7}) — множество факторизаций 
л.о. Д'

А'^ГФ7,

Чг7=ф7П-’, Ф7=С7ф7, (7)

порожденное (ф7. ф7) и произвольным фиксированным семейством {U} 
обратимых л.о. U (D(U)=H, (Sv), R(U)=Hs'(S<t,); 5Ф, S® —носители л.п. 
H3'(S.) и Я37(5Ф) соответственно). Среди факторизаций (7) содержатся, 
в частности, факторизующие пары л.о. вида (Чг7=П-1, Ф = НА7), 
(ЧГ7=Д7Я-1, Ф7=П), порожденные соответственно факторизующими пара­
ми (Z, А7), (А7, I) и произвольным фиксированным семейством {И} л.о. U. 
Справедливо следствие из теоремы 1:

Следствие 1. Задаче (2) анализа возмущений л.д.с. Ш сопостав­
лено порожденное 4/(ф7, ф7; {Я}) семейство эквивалентных в смысле тео­
ремы 1 характеристических задач

%'uZv^hu, (8)

хФ^+ФА-^'^+ПфЛ-'ф'П-1, £(хФ)=#з7(М, йи=Фу.
Теорему 1 и следствие 1 удобно использовать в задачах анализа воз­

мущенных л.д.с. в тех случаях, когда в выбранной совокупности 
4/(ф7. ф7; {И}) факторизаций можно указать такую факторизующую пару 
(гР7, Ф7), что л.п. Я37(5Ф) и носитель 5® (оба эти объекта вместе или 
только какой-либо один из них) оказываются множествами, более бедными 
(в смысле размерности л.п., мощности, меры или размерности носителя 
л.п.) по сравнению с л.п. Hi'(SA) и носителем SA. Опуская очевидные 
формулировки следствия 1 для случаев 5® мощности или меры меньшей, 
чем мощность или мера носителя SA, приведем следующие специальные 
формы следствия 1.

Следствие 1а. Если R', R" — соответственно I- и l'-мерные (напри­
мер. эвклидовы) пространства отнесения, I, Г<°°, SA (носитель л.д.с. st 
и — некоторое k-мерное подмножество R' (например, к-мерное гладкое 
многообразие в R'), 5® — к'-мерное подмножество R" (например, гладкое 
к'-мерное многообразие в R"), соответствующее факторизующей паре 
(Ч-77, Ф7) &’i/(il:7. ф7; {И}) (М—какое-либо фиксированное множество 
факторизующих А7 пар л.о.), и k'<k (к^Л, k'^l'), то характеристическая 
задача (8) с.х.л.о. эквивалентная в смысле теоремы 1 задаче (2),
локализована в л.п. Hs'(S^) функций Ьт: = фу над S'® — носителем с размер­
ностью. меньшей размерности носителя SA функций у' исходной возму­
щенной задачи (2).

Следствие 16. Если R', R" — пространства отнесения произвольной 
размерности, SamR', 5Фщй/7 (SA, S& — носители л.п. Ht'(SA), Нф (5®) соот­
ветственно-, S® соответствует факторизующей паре (Ч77, Ф7)еЛ7 и 
dim #37(S®) <°°, то исходной задаче (2) может быть сопоставлена эквива­
лентная в смысле теоремы 1 характеристическая задача (8) с оператором 
уЕ-, действующим в л.п. H3'(S9) вектор-функиий Фу конечной векторной 
размерности, рассматриваемых над носителем S®.

3. Любую л.д.с. можно рассматривать как полученную в результате 
«включения» различных возмущений в соответствующих невозмущенных 
(также различных) л.д.с. Рассмотрим наряду с л.д.с. & заданной л.о.
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B'=4r+A' (D(A')=D(A')=H,'(Sa)-, R(A')^H2(Fa); _ A-=A'[H^
(SA) ] — обратимое сужение А' на некоторое л.м. Н1=А~*Н г(РА)), так­

же л.д.с. О'/. заданную л.о. В/=Л/+А/ (D(Ai/)=D(Al')=Hil'(5А); 
R(A1')^H2(Fa); A^Ai'lIIft—Hn'(SAy\ — обратимое сужение л.о. Л/ на 
некоторое л.м. Hil=Ai~iH2(FA')). Пусть также л.о. В/ удовлетворяет усло­
вию Я/[Р(5'А) ]=Я/[Р(5а) ], (Р(5А)=Я/(5А) ЛЯц^^л)), а в остальном со­
вершенно произволен.

На P(Sa) л.д.с. таким образом, могут быть сопоставлены два различ­
ных «аддитивных представления» В', В,' л.о. В'. Пусть, как и выше, (■$'. 
ср'). <У', {И}) — соответственно произвольно выбранная факторизую­
щая А' пара л.о. и множество факторизации А7, порожденное (ф', ф') и 
произвольным семейством {Я} обратимых л.о. U, а (4'1', ф/), Фн
{Г}) — соответственно произвольно выбранная факторизующая А/ пара 
л.о. и множество факторизаций А/, порожденное (ф/, гс/) и произвольным 
семейством {V} обратимых л.о. V (П(ф/) =Я1/(5’А); Я (ср/) =Я(ф/) 
^з,Ш Я(ф/)=Я(Д/)=Я2(ЯА); П(У)=Я3/(5Ф1); Я(У) =Я3/(5Ф1); 
Ф1 = Уср]/, Чг/=ф/У-1, А/-г//Ф/=ф/ср/). Справедливо следствие, отме­
чающее многообразие представлений л.д.с. как системы, возникающей 
из различных л.д.с. <9/, в результате «включения» (также различных) 
возмущений (А/ Д/). Мы ограничиваемся ниже формулировкой следст­
вия 2 для простейшего случая Р(5А) =Я/ (SA) =Я,/(SA).

Следствие 2. Ври выполнении условия P{SA')=Hi'(SA)=Hll'(JSA) 
задаче (2) анализа возмущенной л.д.с. йА могут быть сопоставлены два се­
мейства эквивалентных в смысле теоремы 1 характеристических задач, по­
рожденных множествами М(^', ср'); {V}), Я(ф/, ср/; {У}) факторизаций 
операторов А', А/

Уuzu—hu, (9)
/^-l+UicA-^-'U-1, D(yy=H3'(Sy-

% vzv hv.

7/v=Z+ l\ /ПЧ/V’-1, D(7/r) =Я3'(Яф,).
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