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При расчетах турбулентного пограничного слоя широко используются 
интегральные методы, требующие задания профиля осредпенной скорости 
в параметрическом виде. Известно, что в случае турбулентных течений 
жидкости у шероховатой стенки, а также при описании слабых растворов 
полимеров, снижающих трение, с данными опытов удовлетворительно со­
гласуется логарифмический закон, дополненный функцией «следа» (*)

AAbiwilfm, »v(A)=1_cos(^\, (1)
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где и — продольная скорость осредненпого течения жидкости в погранич­
ном слое, и, — динамическая скорость на стенке, у — расстояние от стенки, 
б — толщина пограничного слоя, х =0,4 — константа Кармана, v —молеку­
лярная вязкость, ИДр/б) — функция «следа» Коулса. Для течения ньюто­
новской жидкости у плоской пластины 2? —4,9, 11~О,.55. Случаю течения 
ньютоновской жидкости у шероховатой стенки отвечают значения пара­
метра В<4,9, а случаю течения жидкости с полимерными добавками — зна­
чения В>4,9. При течении в пограничном слое с продольным градиентом 
давления величина П меняется вдоль обтекаемой поверхности.

В систему интегральных уравнений расчета пограничного слоя входит 
соотношение, которое может быть получено из (1) при подстановке зна­
чений у=0 и u=U:
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здесь U — скорость на внешней границе пограничного слоя, — скорость 
набегающего потока, L — характерный размер тела.

При расчетах пограничного слоя функция V (X) известна, и для замы­
кания системы интегральных соотношений требуется, кроме (2), еще два 
дополнительных уравнения. Как правило, эти уравнения и начальные ус­
ловия имеют вполне определенную структуру, а именно: 

ФДЯ,П,А,7)1х=хо=О, i=l,2,
(3)

где х — координата, отсчитываемая вдоль поверхности тела.
В этом случае система определяющих соотношений (2) и (3) остается 

инвариантной при замене переменных вида

Q2=Q1, П2=П„ A2=Ai, V2=Vt, Х2=Х!,
Х02=Х01, 52=51—а/х, 7?2=7?1etpa. (4)

В наиболее интересных для практики случаях В в (2) обычно мало ме­
няется вдоль обтекаемой поверхности. В связи с этим из формул (4) сле-
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дует, что имеется возможность моделирования интегральных -.7- - 
турбулентного пограничного слоя, определяемых м-.и < z 3_.
В частности, распределения указанных параметров вдоль с отекаем :д пс- 
верхности, реализуемые при течениях слабых растворов полимеров у глад­
ких и шероховатых стенок, можно получить путем пересчета характери­
стик пограничного слоя в обычной жидкости на гладкой поверхности при 
измененном числе Рейнольдса. Если молекулярная вязкость жидкости при 
введении малых добавок полимеров не меняется, то последнее соотноше­
ние в (4) будет иметь место при

Z7«,2=C7Ooi ехр аь -£2=Л1ехра2, а1+а2=а. (5)
Наиболее часто в расчетах пограничного слоя используется уравнение 

импульсов. В случае плоского течения оно имеет вид

v.~
т -г., ? (6).
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и

(7).
О

Из (1), (6) и (7) следует
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х х‘ \ я / х” \ я /

Очевидно, что структура полученного уравнения соответствует (3).
Различные методы расчета отличаются обычно выбором второго опре­

деляющего уравнения. В некоторых из рассмотренных в (2, 3) методах ве­
личина П в (2) непосредственно связывается с продольным градиентом 
давления

(8)

(9)

(Ю)

_ U8 dU л A dV
v.2 dx Q2V dX 

где 4=const. Соотношение (9) также имеет структуру (3). В работах (*, 4) 
в качестве уравнения для параметра используется уравнение «захвата 
массы» Хэда (5)

6-S,
и dx б2

Если предположить, как это сделано в (*, 4), что шероховатость поверх­
ности и полимерные добавки не влияют на вид функции то соот­
ношение (10) нетрудно привести к виду (3).

В методе (6), предложенном для расчета пограничного слоя в ньюто­
новской жидкости, кроме (2) и (6) используется уравнение моментов ко­
личества движения

о

+ 77 ( (’ - I?) и (9+ S 77 dy) 1 Д7- ’т ds'0 о ‘ о
(И)'
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требующее задания распределения касательного напряжения т=т(р). Ле­
вая часть равенства (11) с учетом (1) имеет вид (3). Если воспользо­
ваться простейшей моделью турбулентной вязкости

vT _ f хц, i]<no> ц=уц./х,
V • Ц^По, л»= (x/'z>n«, t]6=6t-./v,

(12)

го, используя (1) и приближенное равенство т — pvT du/dy, можно получить 
соот кошение

(13)

В случае, когда полимерные добавки не влияют на турбулентную вяз­
кость во внешней области пограничного слоя (т. е. %=const), из (13) сле­
дует, что п правая часть (11) удовлетворяет (3).

Рис. 1. Расчет обтекания цилиндра слабым полимерным раствором. R= 
= 10s; ./ —с=0; 2 — с=10~3; 3 — с=104

Рис. 2. Расчет обтекания цилиндра ньютоновской жидкостью при различ­
ны?; значениях числа Рейнольдса: 1 — 10s, 2 — 10т, 3 - 108, 4 — 109

Рассмотрим примеры использования формул пересчета (4).
На рис. 1 приведены результаты расчетов местного коэффициента тре­

ния C#=2Q2, полученные интегрированием системы уравнений (2), (8) и 
(11) для случая обтекания цилиндра диаметром .50 см раствором поли- 
этилепоксида WSR-301 различной концентрации (средний молекуляр­
ный вес этого полимера »г=4-106). В расчетах было принято значение 
%=0,06. Зависимость параметра В в (2) от молекулярных характеристик 
полимера, концентрации раствора и режима течения предполагалась такой 
.же, как и в (1). Граничные условия в месте турбулизации пограничного 
слоя ф=90° принимались в виде 

62=620, Н=Н0-МЦ NH=i, 0, (14)

где б2.) и Яо соответствуют решению задачи расчета ламинарного погра­
ничного слоя при <р=90° (ср — угловая координата).

Рис. 2 иллюстрирует результаты расчетов Cf в ньютоновской жидкости 
для различных значений числа Рейнольдса. Из совместного рассмотрения 
рис. 1 и 2 следует, что возрастание числа Рейпольдса влияет на местный 
коэффициент трения С, таким же образом, как и добавки полимеров при 
неизменной величине числа Рейпольдса. Отметим, что данные расчетов 
(.рис. 1 и 2) лишь приближенно согласуются с формулами (4). Это свя­
зано с двумя причинами. Во-первых, структура граничного условия для 



д2 в (14) не удовлетворяет условиям (3). В связи с этим существует уча­
сток пограничного слоя, где происходит «подстройка» параметров к ус­
ловиям (4). Во-вторых, В меняется вдоль поверхности цилиндра при об­
текании его полимерным раствором. Эти изменения происходят особенно 
резко при приближении к месту отрыва (см. рис. 1).

Рассмотрим вопрос о влиянии полимерных добавок па течение в на­
чальном участке канала пли трубы. Для определения скорости вдоль внеш­
ней границы пограничного слоя служит уравнение сохранения расхода 
жидкости, которое в случае течения в плоском канале шириной 2а имеет
вид

dU
dx

(a-6i) 0. (15)

Система уравнений пограничного слоя, дополненная уравнением (15), 
также инвариантна относительно преобразований (4) при а.-®0 в (5). 
Известно (’), что в ньютоновской жидкости при возрастании числа Рей­
нольдса течения длина начального участка увеличивается. Таким обра­
зом, можно сделать вывод, что полимерные добавки увеличивают длину 
начального участка по сравнению с течением ньютоновской жидкости при 
фиксированном числе Рейнольдса течения. Этот вывод подтверждается дан­
ными непосредственных измерений (8).

Следующий пример — влияние возмущений в начальных условиях на 
распределения характеристик пограничного слоя. Течение вблизи шеро­
ховатой поверхности соответствует в силу (4) течению жидкости у глад­
кой стенки с меньшими числами Рейнольдса. Так как при малых R влия­
ние граничных условий сохраняется на больших расстояниях X вдоль 
тела, то из (4) следует, что у шероховатой поверхности крупномасштаб­
ные возмущения сохраняются на больших расстояниях от источника воз­
мущений, в то время как при течении в слабых полимерных растворах 
должно наблюдаться интенсивное затухание вносимых возмущений.

Важным для практики является вопрос о возможности моделирования 
(в указанном выше смысле) движения судов с помошыо моделей, поме­
щаемых в поток полимерного раствора. Если справедливо предположение, 
что влияние молекулярной вязкости в турбулентном течении описывается 
комплексом (2), а весомость может быть учтена в (3) дополнительным 
параметром Vco2/(gL) (g — ускорение свободного падения), то моделиро­
вание возможно. При этом следует рассмотреть подгруппу преобразования 
(5), которая выделяется условием а2=2а1. Следствием этого условия яв­
ляется равенство чисел Фруда для модели (в жидкости с добавками поли­
меров) и для натурального объекта (в потоке обычной ньютоновской жид­
кости). Возможность использования полимерных добавок для моделиро­
вания впервые рассматривалась в экспериментальных работах (9, 1е).
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