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В настоящей заметке сформулированы теоремы о спектральных свой­
ствах операторов Е;, порожденных операцией ly=—d2y/dx2+A (х) у в Е = 
=Lz(H(x), 7, dx), где Н(х) — переменное гильбертово пространство, 
7=(0, °о), А (х) — самосопряженный оператор в гильбертовом пространстве 
И=>Н(х). Случай Н(х)^Н изучался в работах W. Jagera и Y. Saito при 
значительно более сильных, чем у нас, ограничениях на А (х). Заметим, 
что из полученных нами результатов для оператора Шредингера — A+(J (х) 
в LZ(Q), где Й — область с бесконечной границей в re-мерном эвклидовом 
пространстве, следуют теоремы об отсутствии точечного спектра и абсо­
лютной непрерывности на (0, °°), а также о спектральном представлении 
для более широкого класса областей, граничных условий и меньших огра­
ничениях на потенциал Q (х), чем в работах (2_8).

Пусть И, II (х), Hi(x), Wo, Wi, W0(x), Wi(x) — комплексные гильбер­
товы пространства, l-VxxAV,^!/, W, плотны в II и непрерывно в него вло­
жены. Р(г) — сильно непрерывное семейство ортопроекторов в И, Н(г) = 
=Р(г)Н* *,  WA^^P^W,-, P(r)P(x)=P(x)P(r)-, E>(J)=L2(H(x), J,

m
* В случае, если А(,г) - эллиптический оператор порядка 2m, 111{х) — П ЬгДОф 

=1 
где дйх - граница области Q (г) , н (ж) =L, (й (х)).

** (/, (1+'Т)‘'(/, g)xdx, (■, )х - скалярное произведение в Н(х), (и, v)x=
= (Р(х)и, v)H, и, v'^II, Еа , E(J)=E.

*** f (х) будет обозначать производную вещественной функции.
**** В дальнейшем j=i, где г=0, 1, 2, будет означать выполнение соответствующего 

граничпого условия для оператора, порожденного операцией I в Е, 1=-дф2+А(х).

(l+xydx) **,  2ft(я), ft (ж) — операторные функции, отображающие соот­
ветственно пространства ШДж), РЕДж) в Н^х) и сильно непрерывные 
на них.

Определение 1. Функция f(x) называется ф-дифференци- 
р у е м о й в точке х0 (ф-п епрерывной), если существует элемент 
у^Н(хе) такой, что при /г->0

-^-У(ж0)Р(^0+А) (/(л:0+Д) —/(л70)) —I ->0, 
h I н
(\Р (х^ Р (xa+h) (/(х0Ч-Д) —/(жД ) |ц-*0).

у называется ф-п р о и з в о д п о й в точке ха и обозначается у— 
=1(ха), ИЛИ дН^Ха) ***.

Обозначим через С“(7), СД(7), /=0, 1, 2, пространства функций, имею­
щих m ф-пепрерывных производных и удовлетворяющих, кроме того, 
следующим граничным условиям в случае С]п (7):

а) /(х)еШо(ж), dH^sW^x);
б) Sft(z)/(.r) =0, 7=0; Е(ж)ЗЛ(ж)дф/(2:)+91(2:)/(:г) ==0, / = 1; 
(Е{х)^(х)дф/(х)+Я1(х))(х), 2ft (z) / (;г)) 1х=0, /=2 ****.
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Мы будем предполагать, что эти пространства плотны в Е(Г).
Предположение I. а) Для любых функций и(х), и:(х) со зна­

чениями в (я), ф-дифференцируемых в окрестности точки х0^1,
d

-—-(и (х), w (.г) )х|х=х = (й (х0) w (ж0) )Хо+ (и (гг0), W (ж0)) зд+ 
dx

+ (FfaWM и (х0), ЭЛ(х0) w (zo)) 1Хо,

здесь F(xs) — самосопряженный ограниченный оператор в ЯД^о);
б) (A(x)u, iv)x=a(u, zp)x+(!R(a:)u, 2Jl(z) w) lx, ueW,.(x'). u>£Wt(x), где 

«(•, • )x — полуторалинейная симметричная форма (9), определенная на
2

в) a(u, w)x=q(u, w)x+2j0.(w, w}x, и, u>^Wi(x), где g(-, >)x —неотри-i
цательная симметричная форма с областью определения D(q(-, -)х) = 
=Wt{x), -)x)=‘D(q(-, -)х), О.(-, • )х — симметричные формы,

|0Ди, w)x | г£у0 (^) u)xq(w, w") х+А'о | и j х | w | х),

|9Д«, ^)x|^Yi(^) (У?(м, и)х | гг? |х+ (1+^)_5 | и | х| ш\х),

и, w^W< (х), у0 (хе) , Y; (г) — непрерывные функции,

\P(x)v\w.(x}<N0\v\w., v^Wi, Ni\w\w1M^{\w\x2+q(u’, Wx))^2Volwlw,(x),
2 co

\Qi(f.g)x\dx^b\\f\\\\g\\+N\f\E\g\E, f,g^C^I), 7=0,1,2, b<l,
1 0

J (1<9фм|х2+9(п, u)x-r\u\x)dx.
J

II • II ;= II • II; -V; — постоянные, Nt>0;
г) Для любых /, g ^CA J). i=0, 1, 2, x^J

-y-~(g+0i) (/,g)x=(g+0i) (/,g)x+(9+0i) (/,g)x+(Q,+0i/) (f,g)x, 
dx

где q'(-, -)x, 0/(-, •)x — симметричные полуторалинейные формы, опреде­
ленные на Wo (х);

д) Для zeZBo= (До, °о):
1) ВД(х)<9(|.w(x)=7f(ж)?/■(./■), w(x)e=C'l(IRJ, где К(х) - ограничен­

ный самосопряженный оператор в НДж);
2) K(x)>Q, F(x) >0 при 7=0, F(x)*̂Q,  j=l, 2;
3) хе (g'+O/) (и, u)x+ea;e_1(g+01) (u, u)x~ (/—1) (j—2')рхг{(К(х)^{х')и, 

%(x)u)lx+0,5(F(x)K(x)3t(x)u, K(.x)^(x) u) .I}-A--e,x^iq (u, u)x+
+Noxe~ayl(x) |и|x2, u^wa(x), OsSp^l, eo>l, 1^е>0, lim(y0(ж) +П10е))=0 

X-*-  00

НЛП

3') ^(аО^угСг), J ^(х) dx<°° для V6, б>0, N0>^2(x') >2V (6)/я++ь,
О

lim уо(ж)=0,
X—> 00

J у, (г) dr^N0Q (ср0& (ж) 72 (я)+z~00),
х—О

со

бо>О, 0<0«61, [3<2, qv2(z)=j Y2(r)dr,

535



фоО) (/+8/) {и, и)х+ф0(х) (7+81) (и, u)x—(7-I) (/—2)рф0(х)Х 
'А{\К(х)^(х)и, $1(х)и) ix+0,5(F(x')K(x)R(x')u, К{х)^{х~)и) ix}^

«£—еофо'(х) дДщ w)x—E^0(x)g(zz, м)х+ЛДфо(я) "b (z) ]zi[ж2, u<^W0(x), e0>0, 
ei>0, O=SpCl; et=0,

если ф0~°Дх)>72(х)>ф0~сДх)/х, О«£а<3+ео, или q (u, u)x^y0 (x) | и |X22VO;

4) I (Е(х)ЭД(х)щ 2fl(x)u)JcA^0(x)Yi(x) и)х+-^Ь-^ , /=1. 

ueWi(x);
5) если у, /геС? (7Яо), то

(F (х)Э? (ж) дфи> (х) +Э1 (х) w (х), Ш1 (х) дфи> (х)) и=0;
(Fдфю(х) А^х^ю (х), ЯЛ(х)р(х)) lx=0, v^C2l{In^.

Для 7= (а, Ь) через СО™(6)(7), С™^, обозначим множество функций из 
Cm(J), С "‘(J), обращающихся в 0 в окрестности точки a (b), Cam(J) = 
=COam(J) ПСог,т(7), С0Д(7) =С0„Г’ЛС0,™.

Через Ef)j(J) (ЕД7)) обозначим гильбертово пространство, являющееся 
пополнением С^(Г) ) по норме || • ||.

Предположение II. а) Для 7=1, 2 и любой непрерывно диффе­
ренцируемой на I функции ф (ж) ty(x)v(x)^Eaj(F) (Ej(I)), если и (х) е 
<=Eoi(I) (ЕД7));

6) Для любого R, 7?>0, естественное вложение ЕДО, R) в Е(0, R) ком­
пактно;

в) Если g(x)^Ej(J), для всех феС0/(7) (iy, Z(p)E(n = (g, <р)Е(П, где 
w^Ej(J), то w^Cj(J), A(x)w<^C0(J') и lw=g.

Пусть Т)3={ф|фед2(7)ПС1(7) ПЕ0Д7), (реЦДг), ЕреЕ, носитель ф ком­
пактен в Т (I — замыкание 7). Определим операторы М, следующим обра­
зом: D(Mj)=Dj, Л7,ф=/ф. Через Lj обозначим расширение по Фридрихсу 
операторов М,.

Теорема 1. Пусть (w, (Z—%)ф)Е=0, щ=1осЕД7) * для VcpeC032 (/), 
Z>0; тогда, если

* loc Ej(7) = {<р 1 фе.ЕД0, R) для ~VR, 7?>0}.

lim inf хЕ {I d^w |х2+| w |х2} =0Х-> 00
или

lim inf ф0 (х) {| d^w | х2+ | w | х2} =0,
х-*-оо

0<8=С1, а=6=0, 7=0, 1, 2, то zr=O при x^R.^RiS. /=0, w(х)<Ne~nxr 
x^R(n), для Vree(0, °°), j=l, 2.

Теорема 2. Пусть для 4R, R>0 на (0, R)=Jn существуют такие по­
стоянные, зависящие только от R, R^Rh что для и, шеРЕДг), r^JR, вы­
полняются следующие неравенства-.

а) Е(г)>0, (/+8/) (и, и')г—2(К(г)$1(т')и, 91(г)и)1г-(Е(г)Е(г)91(г)щ 
К(r)3t(r) и) ir^Npj(и, и) r+N21 и | г2 или

а') Е(г)<0, -(/+8/) (и, и)г+2(7Г(г)Я(г)щ %(г)и) 1г+(Е(г)Е(г)Э1(г) щ 
К(т) й (г) и) ir^ZN.q (и, и) r+fV21 и | г2;

б) 102(u>, w) т | ^N2(}q(w, w) г | и | r+ I w I r I и | r), Зфи(г) =
=E(r)9l(r)n(r), v(r)e=CBl(JR).

Тогда функция w(r) из теоремы 1 равна 0 при r^I, 7=0.
Теорема 3. При выполнении предположений I, II и утверждения 

теоремы 2 операторы Lj, j=0, 1, 2, имеют абсолютно непрерывный спектр 
на (0, о°) (а=2б=е>0 — в случае выполнения 1д) 3), а=б=О — в сличав 
1д) 3')).
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В качестве примера рассмотрим оператор — Д+(? (г) в L2(Q) Q — об­
ласть с гладкой границей на плоскости. Предположим, что существует 
полярная система координат, в которой граница области при г^а0 (ао=О, 
7=0, «»>0, 7=1, 2) задается уравнением ip0(г) (г), i^o(r)^=O,
4’i(г) — "фо(г) >7>0. Тогда для случая граничных условий п|Э2=0 или 
<7u/c*v|9O=0, V — направление внутренней нормали к границе области Q, 
теоремы 1—3 выполняются, если при г>0:

* Из теоремы III работы (4) этот результат следует лишь в случае В=0, Р2=0г 
FiSsO.

1) Q (х) — непрерывная функция,

<2(г, ф)=(?1(г, ф)+(?2(г, Ф), ф) |=СЛ'ф0-1(г)7о(г),

~~ Qi (г, ф) I (г), I (?2 (г, ф) | (г) /г6
dr I

2) Для ге=0, 1

в случае и 132=0;

ar I

в случае ди/дх |SQ=0, w(a0, ф) =0.
В случае Шх)=~-Н теоремы

n=0,1,

Вdz

1—3 выполняются для операторов вида

Z=- —+------- - ------- + У —+У1(г)+У2(г);
drz (ln(l+r))n rb U

здесь п>0, д3>0, /=1,..., т, Д>0, 5>0 (Л3, В, Vt(r) — самосопряжен­
ные операторы с плотной в Н областью определения ©=Л(Л3)=О(В), 
| V,(r) |^ф0-2(г),

I — (Vi(r)w, и)н I <Afy(r) Ын2, IУ2(г) ЫЛДДг)*.
I dr I,

В заключение выражаю глубокую благодарность проф. Б. М. Левитану 
за постановку задачи и внимание к работе.
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